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[image: ]ΤΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΤΩΝ  -  Β΄ ΘΕΜΑΤΑ (ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ)

1. (β)  Οι δυνάμεις που ασκούνται στον τσιμεντόλιθο κατά την διάρκεια της κρούσης 





είναι το βάρος του  και η δύναμη  που δέχεται από την οροφή του αυτοκινήτου.  Η οροφή δέχεται τη δύναμη .  Τα μέτρα των δυνάμεων  και  είναι ίσα μεταξύ τους (Δράση – Αντίδραση).  Είναι:  



2. [image: ](γ)  Ακριβώς πριν την κρούση η σφαίρα 5 θα έχει 



αποκτήσει οριζόντια ταχύτητα  με φορά προς τα αριστερά.  Αφού οι σφαίρες έχουν ίσες μάζες, κατά την κρούση ανταλλάσσουν ταχύτητες, οπότε η 5 ακινητοποιείται και η 4 αρχίζει να κινείται προς τα αριστερά με ταχύτητα .  Η επόμενη κρούση ακινητοποιεί την 4 και μεταβιβάζει την ταχύτητα στην 3.  Το ίδιο συμβαίνει στις διαδοχικές κρούσεις μεταξύ των 3 με 2 και 2 με 1.  Δηλαδή έχουμε σειρά διαδοχικών, κεντρικών κι ελαστικών κρούσεων κάθε σφαίρας με εκείνη που βρίσκεται στα αριστερά της, με αποτέλεσμα να μεταβιβάζεται ολόκληρη η ενέργεια και η ορμή της και η ίδια να μένει ακίνητη.  Η σφαίρα 1 αρχίζει να κινείται με ταχύτητα  και ανέρχεται στο ίδιο ύψος με εκείνο από το οποίο έπεσε η πρώτη σφαίρα.

3. (α)  Για την κρούση ισχύουν: 

•    (διατήρηση της ορμής) 


•     (διατήρηση της κινητικής ενέργειας)

Διαιρώντας τις (1) και (2) κατά μέλη έχουμε:   
[image: ]
4. (β)  Κατά τη διάρκεια της κρούσης το σύστημα των 


σωμάτων είναι μονωμένο, οπότε εφαρμόζουμε Α.Δ.Ο:    Επομένως:   


Η κρούση είναι ελαστική επομένως η κινητική ενέργεια του συστήματος πριν την κρούση είναι ίση με την κινητική του ενέργεια μετά την κρούση:     

Η λύση  𝜐1 − 𝜐1′ = 0  και  𝜐2′ − 𝜐2 = 0 απορρίπτεται γιατί δεν προϋποθέτει κρούση.  Συνεπώς, μπορούμε να διαιρέσουμε κατά μέλη τις σχέσεις (2) και (1), οπότε προκύπτει ότι:   
[image: ]
5. (β)  Κατά τη διάρκεια της κρούσης το 


σύστημα των σωμάτων είναι μονωμένο, οπότε εφαρμόζουμε Αρχή Διατήρησης της Ορμής:        



Επομένως:  .  Η κρούση είναι ελαστική επομένως η κινητική ενέργεια του συστήματος πριν την κρούση είναι ίση με την κινητική του ενέργεια μετά την κρούση:     

Η λύση  𝜐1 − 𝜐1′ = 0  και  𝜐2′ − 𝜐2 = 0 απορρίπτεται γιατί δεν προϋποθέτει κρούση.  Συνεπώς, μπορούμε να διαιρέσουμε κατά μέλη τις σχέσεις (2) και (1), οπότε προκύπτει ότι:   

6. (α)  Εφαρμόζουμε για το σύστημα των σωμάτων πριν και μετά την κρούση την αρχή διατήρησης της 

ενέργειας, συμβολίζοντας με 𝑄, τη θερμική ενέργεια που παράχθηκε στο σύστημα:    

7. (γ)  Η σφαίρα Α από  0-0,7s  κινείται με ταχύτητα 𝑣A, που θα την υπολογίσουμε από την κλίση της 


γραφικής παράστασης  𝑥−𝑡:    Κινούμενη με την ταχύτητα αυτή, η σφαίρα Α συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά τη χρονική στιγμή  𝑡 = 0,7𝑠  με την ακίνητη σφαίρα Β (𝑣B = 0).  Παρατηρούμε ότι μετά την κρούση η σφαίρα Α έχει μηδενική ταχύτητα (𝑣A΄ = 0), ενώ η σφαίρα Β αποκτά ταχύτητα 𝑣Β, που θα την υπολογίσουμε από την κλίση της γραφικής παράστασης  𝑥−𝑡:    Δηλαδή οι δύο σφαίρες ανταλλάσσουν ταχύτητες άρα έχουν ίσες μάζες.

8. (α)  Για το Σ1, η κλίση της ευθείας από  0s  έως  0,5s  προσδιορίζει την ταχύτητα πριν την κρούση.  

Είναι:    Το Σ1 μετά την κρούση παραμένει ακίνητο.  Δηλαδή  𝜐1΄ = 0𝑚/𝑠 . 

Ομοίως το Σ2, πριν την κρούση είναι ακίνητο.  Δηλαδή  𝜐2 = 0𝑚/𝑠.  Από την κλίση του διαγράμματος για το Σ2, για το χρονικό διάστημα  0,5s – 0,8s  έχουμε:   
Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας δίνεται από τη σχέση:  Δ𝛫 = 𝛫΄ − 𝛫.



• Για το Σ1:  Κινητική ενέργεια πριν την κρούση:    Κινητική ενέργεια μετά την κρούση:    Μεταβολή της κινητικής ενέργειας:   



• Για το Σ2:  Κινητική ενέργεια πριν την κρούση:    Κινητική ενέργεια μετά την κρούση:    Μεταβολή της κινητικής ενέργειας:   
Άρα:  Δ𝛫1 = −Δ𝛫2.  Συνεπώς, η κρούση είναι ελαστική.

9. (α)  Τη χρονική στιγμή  𝑡0 = 0 , η σφαίρα μάζας 𝑚1 βρίσκεται στη θέση  𝑥0 = 0 , ενώ η σφαίρα μάζας 𝑚2, 
στη θέση  𝑥1 = 8m.  Η σφαίρα 𝑚2 είναι ακίνητη ενώ η 𝑚1 κινείται προς την 𝑚2 και η σύγκρουση συμβαίνει τη χρονική στιγμή  𝑡1 = 4s.  Με τα στοιχεία των δύο διαγραμμάτων, μπορούμε να υπολογίσουμε τις τιμές των ταχυτήτων των δύο σφαιρών, πριν και μετά την κρούση: 


Πριν:    Μετά:   



1ος τρόπος: Εφαρμόζουμε στην παραπάνω κρούση την αρχή διατήρησης της ορμής για το σύστημα των δύο σφαιρών:   όπου αντικαθιστώντας τις τιμές των ταχυτήτων προκύπτει:    Συγκρίνουμε τις κινητικές ενέργειες πριν και μετά την κρούση με ένα κλάσμα:    Άρα η κινητική ενέργεια του συστήματος μετά την κρούση είναι ίση με την κινητική του ενέργεια πριν από αυτή.  Άρα η κεντρική αυτή κρούση είναι και ελαστική. 
2ος τρόπος: Μπορούμε να διαπιστώσουμε πιο εύκολα ότι η κεντρική αυτή κρούση είναι ελαστική, αφού οι τιμές των ταχυτήτων των δύο σφαιρών επαληθεύουν τη σχέση:  𝜐1 + 𝜐1΄ = 𝜐2 + 𝜐2΄.

10. (α) Από τα διαγράμματα (1) και (2), προκύπτει ότι: Το σώμα μάζας m1 ξεκινά από την θέση (0), αρχή του 

άξονα, εκτελώντας ευθύγραμμη ομαλή κίνηση με ταχύτητα  .  Αντίστοιχα, το σώμα μάζας m2, είναι ακίνητο μέχρι την στιγμή που το πρώτο σώμα συγκρούεται κεντρικά με αυτό και βρίσκεται στην θέση  




x = 6m.  Μετά την κρούση το σώμα (1) αποκτά ταχύτητα που προκύπτει και αυτή από το διάγραμμα:    ενώ το σώμα (2) αποκτά ταχύτητα:    Υπολογίζουμε την μεταβολή της κινητικής ενέργειας για την κρούση:      Άρα, η κρούση είναι ελαστική, εφόσον δεν χάνεται ενέργεια του συστήματος κατά την κρούση.

11. (β)  Η ταχύτητα είναι ίση με την κλίση στο διάγραμμα θέσης-χρόνου.  Οι ταχύτητες του αμαξιδίου 1 πριν 
και μετά την κρούση είναι αντίστοιχα:  


 ,   




Οι ταχύτητες του αμαξιδίου 2 πριν και μετά την κρούση είναι αντίστοιχα:   ,    Εφαρμόζοντας την αρχή διατήρησης ορμής κατά την κρούση (θεωρώντας μονωμένο το σύστημα των δύο αμαξιδίων):    

12. (γ)  1ος τρόπος:  Οι τιμές των ταχυτήτων των δύο σφαιρών πριν την κρούση δίνονται  𝜐1 = 3𝑚/𝑠 ,  
𝜐2 = −1m/s. Οι τιμές των ταχυτήτων των δύο σφαιρών μετά την κρούση δίνονται  𝜐1΄ = 1𝑚/𝑠 ,  𝜐2΄ = 5m/s.  
Παρατηρούμε ότι ισχύει η σχέση  𝜐1 + 𝜐1΄ = 𝜐2 + 𝜐2΄, η οποία στην κεντρική κρούση δύο σφαιρών ισχύει μόνο αν αυτή είναι ελαστική. 

2ος τρόπος: Με δεδομένες τις τιμές των ταχυτήτων των δύο σφαιρών πριν και μετά την κρούση, εφαρμόζουμε για το σύστημά τους, την αρχή διατήρησης της ορμής για την κρούση μεταξύ τους:  
Η κρούση των δύο σφαιρών ασφαλώς δεν είναι πλαστική, αφού δεν δημιουργήθηκε συσσωμάτωμα και οι δύο σφαίρες μετά την κρούση κινούνται ανεξάρτητα η μια από την άλλη.  Για να αποφασίσουμε αν η κρούση των δύο σφαιρών είναι ελαστική, πρέπει να συγκρίνουμε τις κινητικές ενέργειες του συστήματος των δύο σφαιρών πριν και μετά την κρούση.  Μπορούμε γι αυτό να δημιουργήσουμε ένα κλάσμα: 


  Δηλαδή  ,  άρα η κρούση ελαστική.

13. (α)  Από το διάγραμμα που συμπεραίνουμε ότι:  𝜐1 = +5𝑚/𝑠 ,  𝜐2 = −5𝑚/𝑠 ,  𝜐1′ = −11𝑚/𝑠 , 𝜐2′ = −1𝑚/𝑠. 
Η κρούση δεν είναι πλαστική γιατί οι ταχύτητες των σωμάτων μετά την κρούση είναι διαφορετικές. 
Κατά την κρούση το σύστημα θεωρείται μονωμένο.  Εφαρμόζουμε Αρχή Διατήρησης της ορμής: 

  
Αν η κινητική ενέργεια του συστήματος πριν την κρούση, 𝛫𝜋𝜌𝜄𝜈, είναι ίση με την κινητική ενέργεια μετά την κρούση, 𝛫𝜇𝜀𝜏ά, η κρούση είναι ελαστική.  Σε αντίθετη περίπτωση η κρούση είναι ανελαστική. 




Από τις σχέσεις (2) και (3) προκύπτει ότι η κρούση είναι ελαστική.

14. (α)  Εφαρμόζοντας Α.Δ.Ο. για την κρούση μεταξύ των σωμάτων Α και Β, έχουμε:  

 
Υπολογίζουμε τη συνολική κινητική ενέργεια των σωμάτων Α και Β πριν και μετά την κρούση:  

 

 
Παρατηρούμε από τις σχέσεις (2), (3) ότι  𝛫𝜋𝜌𝜄𝜈 = 𝛫𝜇𝜀𝜏ά, που σημαίνει ότι έχουμε μετωπική ελαστική κρούση.

15. (β)  Αν η κρούση είναι κεντρική και ελαστική αφού το σώμα Β είναι αρχικά ακίνητο, η ταχύτητά του 𝜐2 θα 

είναι μετά την κρούση:    

Αν η κρούση είναι κεντρική και πλαστική, εφαρμόζουμε αρχή διατήρησης της ορμής, οπότε έχουμε:   

Διαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2) παίρνουμε:   

Εφαρμόζουμε ΘΜΚΕ για το σώμα Β από τη θέση ακριβώς μετά την ελαστική κρούση μέχρι τη θέση της μέγιστης συσπείρωσης 𝑥𝑚𝑎𝑥 του ελατηρίου:   

Εφαρμόζουμε ΘΜΚΕ για το συσσωμάτωμα από τη θέση ακριβώς μετά την πλαστική κρούση μέχρι τη θέση της μέγιστης συσπείρωσης 𝑥𝑚𝑎𝑥 του ελατηρίου:   

Διαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (4) και (5) παίρνουμε:   

16. (α) Κατά την ελαστική μετωπική κρούση ενός σώματος μάζας m1 και ταχύτητας υ1 με ένα ακίνητο σώμα 


μάζας m2, το μέτρο της ταχύτητας του αρχικά κινούμενου σώματος μετά την κρούση δίνεται από την σχέση    Αφού η σφαίρα μάζας m1 ανακρούεται με ταχύτητα μέτρου  υ1/5  ισχύει    

Άρα     

17. (β)  Έστω 𝜐1′ το μέτρο της ταχύτητας του σφαιριδίου μάζας 𝑚1 και 𝜐2′ το μέτρο της ταχύτητας του 



σφαιριδίου μάζας 𝑚2 αμέσως μετά την κεντρική ελαστική κρούση.  Το σφαιρίδιο μάζας 𝑚2 είναι ακίνητο πριν την κρούση, επομένως:    και    Οι ταχύτητες των σφαιριδίων μετά την κρούση είναι αντίθετες, δηλαδή:   

18. (β)  Για κεντρική ελαστική κρούση με το σώμα μάζας 𝑚2 αρχικά ακίνητο, ισχύουν για τις ταχύτητες μετά 


την κρούση:    Διαιρώντας κατά μέλη:   


Αν υποθέσουμε πως ισχύει η δοθείσα σχέση για τις τελικές ταχύτητες    προκύπτει πως    Η τελευταία σχέση είναι αδύνατο να ισχύει, επομένως η δοθείσα σχέση για τις τελικές ταχύτητες δεν μπορεί να ισχύει, όποιες και να είναι οι τιμές των ταχυτήτων ή των μαζών.

19. 
(γ)  Για την κεντρική ελαστική κρούση ισχύει:    

 

20. (α) Σε αυτή την ελαστική κρούση οι ταχύτητες των σφαιρών μετά την κρούση δίνονται από τις σχέσεις  


     

Με διαίρεση κατά μέλη (υ2′ ≠ 0) και αντικατάσταση των δεδομένων έχουμε:   

21. 
(β)  Μετά την κρούση η ακίνητη σφαίρα Β έχει ταχύτητα:   


Υπολογίζουμε τώρα το λόγο της κινητικής ενέργειας της σφαίρας Β μετά την κρούση, με την κινητική ενέργεια της σφαίρας Α πριν την κρούση:    Το ποσοστό της κινητικής ενέργειας της σφαίρας Α που μεταβιβάστηκε κατά την κρούση στη σφαίρα Β είναι:  

22. (α)  Αφού η κρούση είναι κεντρική και ελαστική και η δεύτερη σφαίρα είναι αρχικά ακίνητη η ταχύτητά 

της 𝜐2′ θα είναι μετά την κρούση:   

Επομένως το ποσοστό της κινητικής ενέργειας που μεταφέρεται στο σώμα μάζας 𝑚2 μετά την κρούση είναι:   

23. 
(α)  Ποσοστό της μεταφερόμενης ορμής από το σώμα 1 στο 2:    
Επειδή η κρούση είναι κεντρική και ελαστική με το σώμα Σ2 ακίνητο, η ταχύτητά του μετά την κρούση είναι: 


  Άρα:     

24. [image: ](α)  Η κρούση είναι ελαστική, άρα η κινητική ενέργεια της μπάλας δεν αλλάζει.  

Αυτό σημαίνει πως   , όπου 𝑝, 𝑝΄ είναι τα μέτρα της ορμής πριν και μετά την κρούση.  Συνεπώς, η μεταβολή του μέτρου της ορμής είναι ίση με μηδέν. 


Σε σχέση με τις συνιστώσες, και επειδή η δύναμη από τον τοίχο ασκείται κατά μήκος του οριζόντιου άξονα:    Συνεπώς, δεν υπάρχει μεταβολή της ορμής στον κατακόρυφο άξονα και ισχύει:   

25. (β)  Για τις ταχύτητες των δύο σφαιρών μετά την κεντρική ελαστική κρούση μεταξύ τους , με τη σφαίρα 

μάζας 𝑚1 αρχικά ακίνητη ισχύουν οι σχέσεις:   






Για να κινούνται μετά την κρούση οι δύο σφαίρες με αντίθετες κατευθύνσεις, πρέπει η αρχικά κινούμενη σφαίρα μάζας 𝑚2 να αντιστρέψει τη φορά της κίνησής της.  Δηλαδή οι ταχύτητες ,  να είναι αντίρροπες, άρα οι αλγεβρικές τους τιμές 𝜐2, 𝜐2΄ να είναι ετερόσημες.  Αυτό γίνεται αν ισχύει:    Κατά την ελαστική κεντρική κρούση της σφαίρας μάζας 𝑚1 με τον τοίχο, η ταχύτητά της γίνεται αντίθετη αυτής που είχε πριν την κρούση της μαζί του.  Δηλαδή ισχύει:   Για να συγκρουστούν οι δύο σφαίρες ξανά πρέπει να ισχύει:   και επειδή ισχύει  𝑚2 − 𝑚1 < 0  πρέπει    και τελικά  3𝑚2 > 𝑚1 > 𝑚2.

26. [image: ][image: ](β)  Αρχικά συμβαίνει μια κεντρική ελαστική κρούση της 

σφαίρας Σ1 με την ακίνητη σφαίρα Σ2.  Για τις τιμές των ταχυτήτων των δύο σφαιρών μετά την μεταξύ τους κρούση, ισχύουν οι σχέσεις:   


[image: ]Επειδή η σφαίρα Σ1 μετά την πρώτη κρούση κινείται αντίθετα από την αρχική της φορά κίνησης, ώστε να συγκρουστεί με τον τοίχο, πρέπει οι αλγεβρικές τιμές των ταχυτήτων της 𝜐1, 𝜐1΄, πριν και μετά την κρούση αντίστοιχα, να είναι ετερόσημες και αυτό, με βάση την εξίσωση (1), συμβαίνει αν ισχύει για τις μάζες των δύο σφαιρών, η σχέση:  m1 < m2 (3)  Μετά την ελαστική κρούση της σφαίρας Σ1 με τον ακίνητο κατακόρυφο τοίχο, η ταχύτητά της 𝜐1΄΄ γίνεται αντίθετη αυτής που είχε πριν την κρούση της, μαζί του.  Δηλαδή για τις τιμές ταχυτήτων 𝜐1΄, 𝜐1΄΄, των ταχυτήτων της σφαίρας Σ1, πριν και μετά την κρούση της με τον τοίχο, ισχύει η σχέση:    Μετά την κρούση της σφαίρας Σ1 με τον τοίχο, οι δύο σφαίρες κινούνται πλέον ομόρροπα, όπως φαίνεται και στο σχήμα.  Για να μην συγκρουστούν ξανά μεταξύ τους, αρκεί η σφαίρα Σ2, να κινείται πιο γρήγορα από τη Σ1.  Αυτό σημαίνει να είναι η ταχύτητά της κατά μέτρο μεγαλύτερη από της Σ1.  Δηλαδή πρέπει:  |𝜐2΄| ≥ |𝜐1΄΄| ή με τη βοήθεια των (2) και (4):   
Συνδυάζοντας τελικά τις (3) και (5), πρέπει να ισχύει για τις μάζες των δύο σφαιρών: m1 < m2 ≤ 3 m1. 
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