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CHAPTER 1
Fonksiyonlar

Degigebilen biiytikliikler arasinda bazi baglantilar vardir. Orengin cemberin alan1 A = 772 dir boylece yaricap degistikce alan da degisir
veya hareket eden bir objenin yer degistirmesi onun hizina baghdir. Yatirimcinin kar pay1 paray1 bankada tuttugu zamana baghdir gibi.
Bu gibi baglantilarin 6zel olarak adina fonksiyon denir ve bu boliimde fonksiyon tanimi 6zellikleri ve bazi 6zel fonksiyonlar: ele alacagiz.

1. Fonksiyon,Tanim ve Deger Kiimeleri

1.1. A ve B iki kiime olsun. Herbir x € A igin nin bir ve yanhz bir f (x) € B elemamina esleyen f bagintisina A dan B ye bir
fonksiyon denir.

Function Not a Function

,f/\\ f/z\ //\\ f/ \\.‘
0\ foz

! 10 L‘.‘ ," .2 \
\'I‘ 3 I‘\ |I 3 I‘I I‘ 3 ‘I| If 8 I‘I
| { |
| e | s | | sttt |
| R = il | 5 T !
| ™| Y2 B f W TR e '
| 4.‘/,'( / | *J' 'y /
. ; : \ 4 / \
i - f e ——— j'||l ' \\__/ \.__/ \ ___/
Input Chuipui
ldovmain ) [ range )

FI1GURE 1.1. Fonksiyon

A dan B ye bir fonksiyon genellikle
f:A—B veyaALB
1



2 1. FONKSIYONLAR

ile gosterilir. Burada A kimesine tanam kiimesi B kiimesine de deger kimesi denir.

A a
- wfla)  Sfin

FIGURE 1.2. Tanim kiimesi - Deger kiimesi

Ornek 1.2. Her bir reel sayyr 2 katina egitleyen fonksiyonu bulunuz.
Cozim
f:x — 2z veya f(x) =2z veya y = 2z

O
Eger f fonksiyonu, tanim kiimesinin z elemaninmi deger kiimesinin y eleman ile esglestirirse x in f altindaki goriintiisiine y denir ve
y = f (=) biciminde gosterilir. = tanim kiimesinde degistikge, ona bagli olarak y degeri de deger kiimesinde degigir. Bu nedenle y = f (z)
bagintisi yardimiyla bir fonksiyon tanimlandiginda = elemanina bagimsiz degisken, y elemanina bagimlh degisken adi verilir.

Ornek 1.3. Bir karenin cevresi ve alant onun bir kenar vzunlugunun fonksiyonu olabilir mi?

Coziim Bir karenin bir uzunluguna z diyelim. Buna gore karenin alam1 A = 22 karenin cevresi C= 4z dir. Buna gore herbir  degeri
icin bir tek A ve bir tek ¢ degeri vardir. Bu yiizden karenin ¢evresi ve alani onun kenar uzunlugunun bir fonksiyonudur.
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O

Ornek 1.4. Bir dikdortgenin alani, onun ¢evresinin bir fonksiyonu mudur? Ve bir karenin alany onun c¢evresinin bir fonksiyonu olur
mu?

Coziim Bir dikdortgenin alani, onun ¢evresinin bir fonksiyonu degildir. Ciinkii gevresi ayni olan dikdortgenlerin alanlari farkh olabilir.

Ornegin cevresi 40 cm olan iki dikdortgen farkh alanlara sahip olabilir. Eni 4, boyu 16 cm olan dikdértgenin alam A = 4 % 16 = 64 c¢m?
oldugu halde, eni 9, boyu 11 cm olan dikdértgenin alam A = 9% 11 = 99 ¢m? olur. Goriildiigii gibi bir cevreye birden farkl alan karsihik
gelmektedir. Kare i¢in tersi dogrudur. U

Not| 1.5. x, f(z) ve [ farkli seylerdir. Zira x, A tanwm kiimesinin f(x) de B deger kiimesinin elemanidir. f ise, A min x elemaniny B
nmn f(x) elemanina dontistiren bir bagintidir

1.6. f : A — B fonksiyon ve A C R,B C R ise f fonksiyonuna reel degerli fonksiyon denir. f fonksiyonun tanim kiimesi
genellikle belirtilmez. Aksi belirtilmedikge bir fonksiyonun tanvm kimesi, reel saylar kimesinin f (x) bir reel sayr olacak sekilde en genis
alt kumesi olarak anlasilacaktur.

Ornek 1.7. Asaqidaki fonksiyonlarin tanim ve deger kumelerini dogrulayiniz.

Fonksiyon Tanwm Kiimesi x | Deger Kimesiy = f (x)
y =a* (=00, 00) [0, 0)
y=3 (—00,0) U (0,00) | (=00, 0) U (0, 50)

[

y=vz 00
y=+vV4d—z | (-0
y=vi-a?||

[0,0)
4] [0, 00)
[0,1]
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Coziim Her bir x degeri icin fonksiyonu tanimlayabilecegimizden tanmim kiimesi tiim reel sayilardir yani R.2? > 0 oldugundan deger

kiimesi [0, 00) arahgidir. /1 — 22 sayisinin anlaml olabilmesi icin (kompleks sayilar hari¢) 1 — 22 > 0 olmahdir. Buna gore 2° < 1 =
—1 <z <1 olmalidir. Tamim kiimesi boylece [—1, 1] arahgidir. Bu arahkta 1 — 22 € [0,1] dir. O

2. Fonksiyonlarin Grafikleri

Verileri kullanmak ve yorumlamak icin bu verileri grafik formunda gostermek oldukga kullanighdir. Kartezyen koordinat sisteminde
f fonksiyonunun grafigini (x, f (x)) temsil eder. y = f (x) fonksiyonunun grafik iizerindeki noktalarinin elde edebilmek igin fonksiy-

onun tamm kiimesindeki xy, zs, ... sayilarini uygun bir sekilde segeriz ve f(x1), f(x2),... degerlerini hesaplariz ve bunlara kargilik gelen
(1, f (21)), (22, f (z2)), ... noktalarim belirleriz ve sonra da bu noktalar1 diizgiin bir egri ile birlestiririz.

A2)

[
.=

i

_— — — — — —

f— — — —

FIGURE 2.1. y = f (x) fonkisyonunun grafigi iizerindeki noktalar.

Ornek 2.1. y = 22 fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Coziim 1. y = 2? fonksiyonunu saglayacak sekilde xy ciftlerini belirleyelim.
2. (z,y) noktalarimi kartezyen koordinat sisteminde gosteriniz.



2. FONKSIYONLARIN GRAFIKLERI

=71 ¥
‘[ L4 4k ‘[_.—1}
3 9
S
L. e |k Wil D
| | | | ¥
= =1 1 | 2

=
=
— W
- |

Soru?
y = 22 grafigininn asagidaki gibi olmadigini nasil anlariz?
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Bulmak i¢in daha fazla nokta cizeriz. Ama asil soru hala kalmakta nasil birlestirme yapacagiz veya isaretledigimiz noktalar arasinda
fonksiyon neye benziyor sorusudur. Bu sorularin cevabini daha sonra gorecegimiz tiirev konusunda verecegiz. 0

Ornek 2.2. Asaqidaki grafikte p ile gosterilen meyve sineklerinin nifuz artimidir. Buna gore 20 ve 45 gun sonra nifusu bulunuz. Tim
zaman araliginda nifus artim araligr nedir?

350
300
250
200
150
100

50

0 f
10 0 30 40 50

Coztim Grafige gore 20 giin sonra niifus 100 yani p (20) = 100 olurken 45 giin sonra da benzer sekilde yaklagik niifus yaklagik 340
civarinda olur yani p (45) = 340. 0 < ¢t < 50 arahiginda niifus yaklagik olarak [0, 345] arahigindadir. O

3. Diisey Dogru Testi

Her egribir fonksiyon belirtmez. Fonksiyon tanimina gore tanim kiimesindeki herbir deger icin bir tek deger karsilik gelmektedir. Diger
bir ifade ile y = f (z) fonksiyonunun grafigini en ¢ok bir noktada kesmesi gerekmektedir. Diger bir deyigle diigey bir dogru en ¢ok bir
noktada bir grafigi kesiyorsa bu durumda o grafik bir fonksiyonun grafigidir. Bunu belirleyen teste de diisey dogru testi denir.
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4
¥=gx ¥ = hix)
=3 o ¥ 3 - %
y eksening paralel olan £ dodrusu grafigi Yy eksenine paralel cizilen dogrulann hickir grafidi
2 noktada kestifiinden y = gix) fonksiyon birden fazla noktada kesmedidinden v = hix ) bir
degildir. fonksiyondur.
¥ ¥
¥=px
¥=hix
o - o .
Y eksenine paralel cizilen dogrulann hichiri Grafigi kesen ve y eksenine paralel olan bir dodru
grafidi birden fazla noktada kesmedidinden cizersek grafikle cakigik olur. Yani grafigi
W =Kk{®) bir fonksiyondur, to noktada keser, O halde, = p(x] bir fonksiyon
degildir.
b >

FIGURE 3.1. Disey Dogru Testi

4. Parcali Tanimh Fonksiyonlar

4.1. Bir fonksiyon tanim kumesinin farkle parcalary olan ki veya daha fazla sayda ifade ile tamamlanabilir. Bu sekilde
tanimlanan fonksiyonlara parcali tanimly fonksiyonlar denir.

Ornek 4.2. y = |z| fonksiyonu parcaly tanimily bir fonksiyondur.

r,x >0
y = laf= —x,x <0
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FIGURE 4.1. y = |z| fonksiyonu

Ornek 4.3. Asaqidaki fonksiyon da parcalr taniml bir fonksiyondur.

—z,x <0
y = 22, 0<zx<1
1Lz >1
.1.
Vo= =X _'I' =lir[".}
1 L
y= 1
=
fy =2
! | O l -
2 -1 0 2 !

5. Tam Deger Fonksiyonu

5.1. Bir x reel saysinin tam degeri ondan kucuk en buyuk tam say degeri veya kendisidir.

taban fonksiyonu da denir.

lz] =n,n<xr<n+l

Ornek 5.2. [24] =2,(1.9] =1,[0/ =0, |2] =2,[-1.2] = —=2,[-0.3] = —1,|—2] = —2

|| ile gdsterilir. Bu fonksiyona
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Ornek 5.3. f(x) = |z fonksiyonunun grafigini cizelim:

-2, 2<xr< -1
1,-1<2<0
fe)=lz|=4¢ 0,05z <1
L1<x<?2
2,2<x<3

s
T

[
|

FIGURE 5.1. f(z) = |z| fonksiyonu

x den biiyiik en kiigiik tam say1 ve ya kendisine esit olan degere de tavan fonksiyonu veya yuvarlama fonksiyonu denir ve [z] ile gosterilir.
Asagidaki grafik ile fonksiyon verilmistir.
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FIGURE 5.2. [x] fonksiyonu

6. Baz1 Ozel Fonksiyonlar

vl 6.1. (Lineer Fonksiyonlar) m,n sabit olmak tizere f (x) = mx +n formunda yazlan tim fonksiyonlara lineer fonksiyon denir.
n =0 durumunda f (x) = mx fonksiyonu orjinden geger. m egiminin sifir olmasi durumunda da fonksiyon sabit fonksiyondur.

mo==3 m=2
y==3x /
fy=2x

m = =1

0

FIGURE 6.1. f(x) = muz fonksiyonu ve f (x) = n fonksiyonu
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6.2. (Kuvvet Fonksiyonu) f (x) = x% a sabit, fonksiyonuna kuvvet fonksiyonu denir. a sabitinin durumuna gore bazi énemli
durumlar vardr.
1) a = n pozitif tam sayr durumu f (x) = 2", n =1,2,3,4,5, ... fonksiyonunun grafikleri asagidaki gibidir.

FIGURE 6.2. f(x)=2",n=1,2,3,4,5 fonksiyonu

2)a=—1,a = -2 durumunda f (z);= % xy = 1 hiperbolini tanimlar ve tanim kiimesi x # 0 icin tanimlanar.
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\ Dronmasin: x # U —

\ |Range: v 0 i

Dot x + )
Range: y >0

FIGURE 6.3. a = —1,a = —2 durumunda kuvvet fonksiyonu

3)a= %, %, %, % durumlarinda fonksiyonlara karekok veya kipkok fonksiyonu da denir.
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o
Domain;, ()= y« = _____-‘-"”’jd Dommin: =x < y < x

Range: U= yp<= Range: -=<y<mx
4
&
/
A
3
=y 2
| F / P
| . | -
() | i) |
Domain: ()= y«< = Doman: =% < y< x
Range: U= y<<= Range: O=syp<=

FIGURE 6.4. a = %, %, %, durumlarinda kuvvet fonksiyonu

2
3
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6.3. (Polinom fonksiyonlar) f(z) = a,z" + ap,_12"' + -+ + a1z + ag formunda olan fonksiyonlara polinom fonksiyonlar
denir.a,, ay_1, ..., a1, a9 saylarina polinomun katsaylar denir ve a, # 0 olmak tzere n sayisina polinomun derecesi denir. f(x) =
asx?® + ayx + ag formundaki 2.dereceden polinom fonksiyona kuadretik fonksiyon da denir ve f () = azx® + asz® + a1 + ag 3.dereceden

fonksiyonuna da kibik fonkisyon denir. Polinom fonksiyonlarnin grafiklerinin ¢izimini daha sonraki bolimlerde ogrenecegiz.

nis even nis even
ﬁn <0 a, >0
F 3 '

»- -
n is odd n is odd
e s | ﬂn <0 a, >0
1 'y Y
4 | "
5 A BT B ST == =1
1
1 sl |
> »

He N | | BT Ja ‘
A Y | =¥ \ [ \
=4 =1 (IR 2 (4 \ il \ \4 T
\ f 7 \ SN0l oA 2 ‘

iy o

FIGURE 6.5. Polinom fonksiyonlar

gEVINGY 6.4. (Rasyonel Fonksiyonlar) p (x) ve q (x) # 0 iki polinom fonkiyon olmak tizere f (x) = % formundaki fonksiyonlara rasyonel
fonksiyonlar denir.
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) 1_.“1.\"1-&1—.‘3
s LWE2
e+l

ir T ——

i |
Liy==

a1'

7/

!

=4

A N
T *

4 = 3 \ o § i el

iy
= NOTTOSCALE

FIGURE 6.6. Rasyonel Fonksiyonlar

=h

15

6.5. (Cebirsel Fonksiyonlar) Polinomlarin cebirsel iglemleri ile yani toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bolme ve kék alma islemleri ile
olusturulan fonksiyonlara cebirsel fonksiyonlar denir.
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) =l —x)*f
\ v=x"x -1 y=x , )
T _3,.2_ 48 /
i I J V 4[\\ 1) /
a_.l'| / . 1 , L /
A o [ N, 4 f
.lf "\_. ,’J Il.ff
1+ / NG T T 4 ~~/
/ V AV S
. L X - X ! x
-1 0 A o] Ao s
-1f / /T
_ _|'_ "_1"' ,J’:
R I'- _,/ /"J'r -
/
F1GURE 6.7. Cebirsel Fonksiyonlar
gV 6.6. (Trigonometrik-Periyodik Fonksiyonlar) y = sinz,y = cosz,y = tanz = 2% coty = XL secy = —— cscw = —
" i .. . .. . . . CO'S €T sinx S T sinx
fonksiyonlarina sirasilya sinis,cosinis,tanjant,cotanjant,sekant ve cosecant fonksiyonlar denir.

-,

polenuse
/ F . g

| adjacent /
’ 7

\ o

Sekle gore

. x
sinf = y,cos& = —,tanf = g,co
r r x

t0 = f,sec@ = C,csc@ _ Y
Yy
olarak vedrilir. Bazi onemli agilarin trigonometrik degerleri asaqida verilmistir.

T r



Degrees

f (radians)

sin

COs [

tan ¢

f
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~135 =00 =45 0 30 45 60 90 120 135 150 180 270 360

=51 =m = ., m T T W Im 3w O v,

] 1 4 $ 4 3 3 3 4 s " 3"

-\ -\2 1 V2 V3 Vi V2o

i e T N S we S B i N R M B

-\ V2 /A ¥ o1 . | =N =Af}

A R e o L A e L
V3 £ -V3

| -] () T | V3 -Vi -l T ( (0

FIGURE 6.8. Bazi 6nemli agilarin trigonometrik degerleri

17

Bir f (z) fonksiyonu i¢in f (x) = f (x + p) esitiligi saglanwyorsa f fonksiyonuna periyodik fonksiyon en kigik p degerine de periyod denir.
sinz, cos @ fonksiyonlar 27, tan z, cot x fonksiyonlar m periyotludur. sin®*~! (ax + b) , cos® ! (ax + b) fonksiyonlari 2w /|a|,sin** (ax + b) , cos
fonksiyonlar: 7/|a|, tan™ (azx + b) , cot™ (azx + b) fonksiyonlar: 7/|a| periyotludur.

o

ax -
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L v =tanx
¥ 1
3
¥ = COR X ¥ = Sl
W T
- x _HAim _¥/0 % /7 3k
- w0 m T 2 - x| T Mr Im 2 ) ; 1 |
.| 2 I 2 1 a 1
; g o ; ; w Im
Domapn; =5 < y < = Dommain; =t < g = & Domain: y # 5, + ——
Range: =l =<y=<| Range: =l=y=<| _ 2 -
Period: 2w Period: 27 ﬁ‘dﬂkil e i
4 (b il S "
¥ . 1 A
! e f F=ex ¥ = goli
"h- 1 ” 1 1 = T | 1 H 1 . .
I g i L wam -y w0| = % 3¢y - V| #\7¥
T{‘\E %mT 'm‘f m [“E\-Z ]
Domain: x #+Z + 171, Domain: ¥ # (), 7. +27,. .. Domain: x # 0.+, 27, ., .
- 21 BEange: y=<-]andy=>=| Range, —-=<{y=<l=
iy k- i sl ; i .
F:..mge ‘1 ] aadym ) Period: w Perind: =
Perniod: 2w
) ie) i
FIGURE 6.9. y =sinz,y = cosz,y = tanx = S82 cotx = 952 gecx = —— cscax = —— fonksiyonlar
COos T s x Cos ™ simx

Ornek 6.7. f(x) =x — [z] fonksiyonu periyodik bir fonksiyon mudur?p bir tamsays olmak tzere

fla+p)=z+p—TJr+pl=a+p—([z]+[p])=2+p—([z] +p) =2~ [z]

oldugundan herbir tamsay: fonksiyonunun periyodur.
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Trigonometrik fonksiyonlar ile ilgili baz1 6zdeglikler:

sin?x 4 cos’x = 1
1 +tan®z = sec’x
1 +cot’r = csc®w
cos (z £ y) = cosxcosy Fsinzsiny
sin (x + y) = sinz cosy %+ cos rsiny

2y —sin’x

COS 2x = cos
cos2r = 2cos’x — 1
cos2r =1 — 2sin’z

sin2x = 2sinx cosx

6.8. (Ustel ve Exponansiyel Fonksiyonlar) f (z) = a® a > 0,a # 1 fonksiyonuna iistel fonksiyon denir a = e olmast durumunda
fonksiyona exponansiyel fonksiyon denir. Tim itstel fonksiyonlarin tanim kiimesi (—oo, 00) araligindadir ve gérinti kimesi de (0, 00) .

y= 1= y= =

I
-1 =05 0 05 1

(byy=2"y=3"y=107"

FIGURE 6.10. Ustel fonksiyon

gy 6.9. (Logaritmik Fonksiyonlar) a # 1 pozitif sabit olmak tizere f (x) = log, x fonksiyonuna logaritmik fonksiyon denir. Logar-

itmik fonksiyonlar tstel fonksiyonlarin tersidir.

Tanwm bélgeleri (0,00) ve gorinti kiimeleri de (—oo,00) dar.
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y-. l-l.lg_u'.

v = logq

FIGURE 6.11. Logaritmik Fonksiyonlar

6.10. (Transandant Fonksiyonlar) Cebirsel olmayan fonksiyonlardwr. Trigonomerik, istel, logaritmik, ters trigonometrik ve
diger fonksiyonlar: icerir.

Ornek 6.11. Asagidaki fonksiyonlarm tirlerini belirleyiniz.

1
fx) = 14z— 5955 — b.dereceden polinom
f(x) = 7% — istel fonksiyon
f(z) = 2" — kuvvet fonksiyonu
y (1) sin (¢t — 0.257) — trigonometrik fonksiyon

6.12. = < y oldugunda f (z) < f(y) saglamyorsa f fonksiyonuna artan fonksiyon x <y oldugunda f (x) > f (y) saglanwyorsa
f fonksiyonuna azalan fonksiyon denir. Diger bir deyisle fonksiyonun grafigi soldan saga dogru yikseliyorsa veya artiyorsa fonksiyona
artan; soldan saga dogru disise ge¢iyorsa ya da azalwyorsa azalan fonksiyondur.
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Ornek 6.13. Asajidaki fonksiyonlarn artan azalan fonksiyon durumunu belirleyiniz.

Fonksiyon | Artan Aralbk | Azalan Aralk

y = 2° 0<z<o0 —oco<x<0

y =13 —00 < x < oo | Hicbiryerde

y=- Higbiryerde |{—oco <z <0}U{0 <z < oo}
Y= —co<r<0 [0<a<o0

y=+/r 0<z<oo Hicbiryerde

gty 6.14. Eger f fonksiyonunun gorintiu kimesindeki herbir sayn tanwm kumesinde bir tek saywya karsilik geliyorsa fonksiyona
birebir fonksiyon denir. Geometrik olarak bir fonksiyonunun grafigini kesen her bir yatay dogru bu grafigi en fazla bir noktada kesiyorsa

bu durumda fonksiyon birebirdir.

*4

Z]

F g

bire-bir

N
\

bire-bir

N/
N

bire-bir degil

/I

bire-bir degdil

FIGURE 6.12. Birebir ve birebir olmayan fonksiyon -yatay dogru testi

6.15. f: X — Y fonksiyonu i¢in f(X) =Y saglanyorsa érten fonksiyon denir.

gl 6.16. f: X — Y fonksiyonu birebir orten olsun.

(gof)(x) =

z,(fog)(y)=vy

esitliklerin i saglayan g fonksiyonuna f nin tersi denir ve f=' ile gosterilir. y = f~'(x) fonksiyonunu elde etmek i¢in y = f(z)
fonksiyonunda x yerine y,y yerine x yazarak elde edilir. Fonksiyonun tersi y = x eksenine gore simetriktir.
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y=F"x
y=x

y=f(x)

FIGURE 6.13. f fonksiyonu ve tersi f—1

Ornek 6.17. f (z) = 5x — 7 lineer fonksiyonun tersini bulunuz.

Cozim

r+7

L)

y=5or—-7T—=x=5y—7—y=

O

6.18. (Ters Trigonometrik Fonksiyonlar)f (z) = sinx fonksiyonu [—7 /2, 7/2] bélgesine kisitlanirsa birebir ve orten bir fonksiyon
olur. Bu fonksiyonun tersine arksiniis fonksiyonu denir ve arcsin veya sin~' ile gésterilir.arcsin fonksiyonunun tanim kiimesi [—1, 1]
aralugu deger kiimesi de [—m/2,7/2| araligudar.
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{ T 2} eeeeeciaiy ¥ = ATC SinX

] — T /2

FIGURE 6.14. sin: [—7/2,7/2] — [—1,1] ve arcsin : [—1, 1] — [—7/2, 7/2] fonksiyonunun grafigi

Benzer sekilde f (x) = cosx fonksiyonu [0, 7] bélgesine kisitlanirsa birebir ve drten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine arkcosinis
fonksiyonu denir ve arccos veya cos™! ile gosterilir.arccos fonksiyonunun tanim kimesi [—1,1] aralgu deger kiimesi de [0, | aralgidar.

&3

FIGURE 6.15. cos: [0, 7] — [—1, 1] ve arccos : [—1,1] — [0, 7] fonksiyonunun grafigi

f (z) = tanx fonksiyonu (—m/2,7/2) bolgesine kisitlanirsa birebir ve drten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine arktanjant fonksiy-
onu denir ve arctan veya tan~! ile gosterilir.arctan fonksiyonunun tanim kiimesi R reel sayplar kimesi, dejer kimesi de (—m/2,7/2)
araligidar.
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. Ay 4y
W W—

-2 | 0 Tt _/ 0 x
: kenrer ORI SR,

FIGURE 6.16. tan: (—m/2,7/2) — R ve arctan : R — (—m/2,7/2) fonksiyonunun grafigi

Benzer sekilde f (x) = cot x fonksiyonu (0, ) bélgesine kisitlanirsa birebir ve drten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine arkcotan-
jant fonksiyonu denir ve arccot veya cot™! ile gosterilir.arccot fonksiyonunun tanim kimesi R reel saylar kiimesi, deger kiimesi de (0, )
araligidar.

y :
" Ily

- o mz\

0 x

FIGURE 6.17. cot: (0,7) — R ve arccot : R — (0, ) fonksiyonunun grafigi

gV 6.19. (Hiperbolik Fonksiyonlar) Simetrik bir kime dzerinde herbir f (z) fonksiyonunu

fla) = f (x) +2f(—$) RAC) —2f(—ff)

(. J/ S

VvV Vv
¢ift fonksiyon tek fonksiyon
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olarak yazabiliriz. f(x) = expx fonksiyonunun ¢ift ve tek par¢alarina siraswyla hiperbolik kosiniis ve hiperbolik siniis fonksiyonu denir ve

exp z + exp (—x) exp x — exp (—x)

coshx = ,sinhz =
2 2
¥
ye=coshx 4y y=sinfrx
1
Q X
0 x

FIGURE 6.18. y = cosh x fonksiyonun grafigi - y = sinh x fonksiyonun grafigi

Trigonometrik fonksiyonlarda oldugu gibi

sinhz  expz —exp(—x) exp(2z)—1
tanhz = = =

coshz  expzr+exp(—z) exp(2x)+1
coths — c?shx _ expr+exp (—x) _exp (2z) +1

sinhz  expz —exp(—x) exp(2z)—1

FIGURE 6.19. y = tanh x fonksiyonun grafigi - y = coth x fonksiyonun grafigi
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1 2 2exp (z)
sechr = = =
coshx  expx+exp(—z) exp(2z)+1
1 2 2
cschr = — = = exp (z)
sinhz  expx —exp(—z) exp(2z)—1
dh_‘).r Y
0 x
0 X

FIGURE 6.20. y = sec hx fonksiyonun grafigi - y = csc ha fonksiyonun grafigi

Hiperbolik fonksiyonlar ile ilgili bazy ozdeslikler:
cosh? z — sinh?z = 1
1 — tanh?*z = sec h’z
coth? z — 1 = csc h’z
cosh (z + y) = cosh z cosh y & sinh z sinh y
sinh (z 4+ y) = sinh z cosh y & cosh x sinh y

cosh 22 = cosh? x + sinh? x

1
cosh? z = 5 (cosh 2z + 1)

1
sinh® z = 5 (cosh2x — 1)
sinh 22 = 2 sinh « cosh x

6.20. (Ters Hiperbolik Fonksiyonlar)f (x) = sinhx fonksiyonu (—oo,00) bélgesine birebir ve drten bir fonksiyon olur. Bu
fonksiyonun tersine arksintis hiperbolik fonksiyonu denir ve arcsin h veya sinh™" ile gdsterilir ve

arcsin hx = In (1’ + Va2 + 1) ,Vr € R
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ile tanimlanr.arcsin h fonksiyonunun tanim ve deger kiimesi R reel saylar kimesidir.

JI.}J
¥ = arcsin/t x

=y

7

FIGURE 6.21. arcsin hx fonksiyonu

Benzer gekilde f (x) = coshz fonksiyonu [0, 00| bélgesine kisitlanarsa birebir ve érten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine ark-
cosindis hiperbolik fonksiyonu denir ve arccos h veya cosh™" ile gdsterilirve

arccos hx = In (x+ Va2 + 1) Ve >1

ile tanimlanir.arccos h fonksiyonunun tanvm kiimesi [1,00) araligi deger kiimesi de [0, 00) araligider.

&
? y = arccosh x

FIGURE 6.22. arccos h fonksiyonunu
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f (z) = tanh z fonksiyonu (—oo, 00) bélgesinde birebir ve drten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine arktanjant hiperbolik fonksiy-
onu denir ve arctan h veya tanh™" ile gosterilir ve

1 1
arctan hx = = In Rk V) <1
2 11—z

ile tanimlamir.arctan h fonksiyonunun tanvm kimesi (—1,1) reel saylar kimesi, deger kiimesi de R reel sayilar kiimesidir.

}I FrTH =
. y = arctan/ x

+ d

r F]

F 4

F d

i d

P []

k 4

I d

F d

P d

1 1

4 4

1 d

i L]

r i

F 1

F 1

F i

L i

F 1

F 4

F 4

F i

F 1

: i H :
i ﬂ . 1

1t : X

F 4

E 4

i i

r 1

F 4

E 4

b L]

" 4

& +

F 4

L] L]

B 1

E 4

F 4

] L

[ ] &

u I

F +

] 4

[ i

L] 1

FIGURE 6.23. arctan h fonksiyonu
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Benzer sekilde f(x) = cothx fonksiyonu (0,00) bélgesine kisitlanirsa birebir ve orten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine
arkcotanjant hiperbolik fonksiyonu denir ve arccoth veya coth™ ile gdsterilir ve

1 1—
arccoth(x) = = 1In ( x) Vo >1

2 1+

.arccot fonksiyonunun tanim kimesi (1,00) araligs, deger kiimesi de (0,00) araligudar.

JiJg

¥ = arccoth x

frerrrreserrrarrr s e aryy

B
-

FIGURE 6.24. arccoth fonksiyonu

f (z) = sechz fonksiyonu [0,00) bélgesine kisitlanirsa birebir ve orten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine arksekant hiperbolik
fonksiyonu denir ve arcsech veya sec h™! ile gésterilir ve

IR g
X

arcsechr = In < ) Vo< <1

.arcsech fonksiyonunun tanvm kimesi (0,1) aralige, deger kiimesi de [0, 00) araligudur.
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1y

y = arcsech x

FIGURE 6.25. arcsech fonksiyonu

f (z) = csc hx fonksiyonu (0,00) béolgesine kisitlanirsa birebir ve érten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun tersine arkkosekant hiperbolik
fonksiyonu denir ve arccsch veya csc h™! ile gosterilir ve

1 V1 2
arccschx = In <—+ e ) Vo £ 0

x |z]

.arcesch fonksiyonunun tanim kiimesi (0,00) araligi, deger kimesi de (0,00) araligidr.
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¢ sabit olmak uzere

7. FONKSIYONLARIN BILESIMI, KAYDIRMA VE OLCEKLENDIRME

ty

¥ = arccsch x

FIGURE 6.26. arccsch fonksiyonu

7. Fonksiyonlarin Bilesimi, Kaydirma ve C)lgeklendirme

31

7.1. Saylarda oldugu gibi fonksiyonlarda da toplama, ¢ikarma, ¢carpma ve bolme islemleri gerceklestirilebilir. f ve g fonksiyonlar
olmak tizere ve x € D (f)U D (g) i¢in
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 fla) + gla)

FIGURE 7.1. Iki fonksiyonun toplami

Ornek 7.2. f(z) = vz, g (x) = V1 —z olmak iizere f+g, f — g, f9g, g,% fonksiyonlarina tanamlayiniz. f fonksiyonunun tanim kimesi
D(f)=1[0,00),g fonksiyonunun tanvm kimesi D (g) = (—oo,1].D (f)U D (g) = [0, 1]

Fonksiyon | Formail Tanwm Kimest
f+y Vz+v1—a|[01]
f—y vV —v1—a|[01]
fg Vel —z) |[0,1]
: = [0, 1)
i v (0.1]
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V= 4+

Fixl= V| —xq

I —

it [

|
£ |
. |

>
FOFT

FIGURE 7.2. /2 + /1 —x ve y/z (1 — z) fonksiyonu

= f(g(z)) fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin bileskesi denir. f o g

7.3. f wve g fonksiyonlar olmak tzere (f og)(x) =
fonksiyonun tanwm kiimesi x in g altindaki tanwm kimesinden olusur ki burda g (x), f fonsiyonunun tanwm kimesindedir.
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N — o 2(x) I — flgix))

|"-:-_l_:'
- [l Eix))

N -

ol x)

FIGURE 7.3. f o g fonksiyonu

Ornek 7.4. f(x) = /z,g(x) =z + 1 olmak iizere f o g,go f, fo f,gog fonksiyonlarin tanvmlayiniz.

Fonksiyon | Formiil Tanmim Kimesi
fog flg(x)) =vz+1]|[-1,00)

gof 9(f(x)) =+vx+1]]0 00)

fof [f(f@)=+vVz [[0,00)

gog glg(r)) =x+2 |(=00,00)

7.5. y = f(x) fonksiyonunun grafigini yukariya dogru kaydirmak icin f (x) fonksiyonunun formiline pozitif bir say. eklen-
melidir. y = f (x) fonksiyonunun grafigini asaquya dogru kaydirmak icin f (x) fonksiyonunun formiline negatif bir sayr eklenmelidir.

y=f(x)+k Egerk >0 isef nin grafigini k birim yukariya kaydirir
Eger k <0 ise f nin grafigini |k| birim asagiya kaydurir
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[ +

00 H-2)

MathBits_com

TRANSLATION up or down

FIGURE 7.4. Fonksiyonunun grafiginin yukariya dogru ve asagiya dogru kaydirilmasi

y = f(x) fonksiyonunun grafigini sola dogru kaydirmak i¢in x e pozitif bir sayr eklenmelidir. y = f (x) fonksiyonunun grafigini saga
dogru kaydirmak i¢in x e negatif bir sayr eklenmelidir.

y=f(x+h) Egerh>0ise f nin grafigini h birim sola kaydirir
Eger h < 0 ise f nin grafigini |h| birim saga kaydurir
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_4 =
TRANSLATION left right

MathBits_com

F1GURE 7.5. Fonksiyonunun grafiginin sola dogru ve saga dogru kaydirilmasi

Ornek 7.6. y = 22 fonksiyonuna 1 ekleyerek elde edilen x® + 1 fonksiyonunun grafigi 1 birim yukar: kaymastar.

y = a2 fonksiyonuna —2 ekleyerek elde edilen x* — 2 fonksiyonunun grafigi 2 birim asagr kaymastr.

x e 3 ekleyerek elde edilen (x + 3)2 fonksiyonu, fonksiyonunun grafigini 3 birim sola kaydirmastir

x e =2 ekleyerek elde edilen (x — 2)2 fonksiyonu, fonksiyonunun grafigini 2 birim saga kaydirmastir.

y = |x| fonksiyonuna dnce x e —2 ekleyip sonra da elde edilen sonuca -1 eklenmesi ile elde edilen |x — 2| — 1 fonksiyonu, grafigin 2 birim
saga ve 1 birim asagwya kaydirilmasidar.
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7.7. y = f(x) bir fonksiyon olmak iizere — f (x) in grafigi fonksiyonun x eksenindeki yansimasidir. f (—x) in grafigi fonksiyonun
y eksenindeki yansimasidar.
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1
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FIGURE 7.6. Fonksiyonun x eksenindeki yansimasive y eksenindeki yansimasi

Ornek 7.8. Asaqidaki grafikte y = \/x fonksiyonunun x ve y eksenlerine gore yansimasidar.
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V=N =y p

7.9. ¢ > 1 sabit sayise igin
y = cf (z) fonksiyonu f nin grafiginin disey olarak ¢ ¢arpani ile genisletir.
y=1f(z) fonksiyonu f nin grafiginin disey olarak 1/c ¢carpan ile siksturur.

39
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Vertical STRETCH/SHRINK
_h‘ L

0.51 (x) MathBits.com

FiGURE 7.7. Fonksiyonun grafiginin diigey olarak genisletilmesi ve sikgtirilmasi

(cx) fonksiyonu f nin grafiginin yatay olarak ¢ ¢arpans ile sikistirar,
(%) fonksiyonu f nin grafiginin yatay olarak 1/c ¢arpan ile genigletir.

y=1f
y=1f
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FiGURE 7.8. Fonksiyonun grafiginin yatay olarak genisgletilmesi ve sikstirilmasi

Ornek 7.10. Asaqidaki grafikte y = \/x fonksiyonun disey ve yatay dogrultuda sikisma ve genislemeleri verilmistir.

41



42 1. FONKSIYONLAR

e y-= 3% l._ Y.
-I' I 15l
3 stretch p=Vx o '“'”mr'r?_ﬁ_"
2l — ’
2 s S l;,"'-« : il o Stretch
| " COIMpIess
| i | | | I i | | | | |
=1 0 THR BB R =1 0 | 2 ¥ 4
Ornek 7.11. f (x) = z* — 42® + 10 fonksiyonu igin
1) yatay eksende 2 kat sikistirilip y-eksenindeki yansimasini elde ediniz.
2) disey eksende 2 kat sikistirilip x-eksenindeki yansimasina elde ediniz.
Coziim f (z) = 2* — 423 + 10 fonksiyonunun grafigi
y
30T
20T
2 1 % 2 3 4 5
X
-10 T

FIGURE 7.9. f(z) = 2* — 423 4 10 fonksiyonunun grafigi
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1)yatay eksende 2 kat sikistirmak f (22) = (22)" — 4 (22)* + 10 = 162* — 3223 + 10

30T
y
2T
-1.0 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08\10 12 14 16 1. )2(.0
-10 1
-20 —

FIGURE 7.10. f(2z) = 162" — 322 + 10 fonksiyonunun grafigi

ve y-eksenindeki yansimas: f (—2z) = (—2z)" — 4 (—22)® + 10 = 162 + 3223 4 10
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30T
y
20T
-16 -14 12 -107-08 -06 -04 -02 02 04 06 08 )1(
-10 T
20T
-30 —

FIGURE 7.11. f(—2z) = 162" + 3223 + 10 fonksiyonunun grafigi

2)diisey eksende 2 kat sikistirmak 3 f (z) =

xt—4x34+10

2

0
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y 1t
12T
10T

81
N el
4T
o+

X L

27T
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8T
-10 T
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-14 T

FIGURE 7.12. %f (r) = ﬁLgSm fonksiyonunun grafigi

. . _9 4 4.3
ve x-eksenindeki yansimasi —w = Az 4l
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y 1t
12 T
10T
8T
6T
47
27

X L

2]
4+
6]
-8 T

-107T

127

14T

FIGURE 7.13. f(_;m) = —m4_4;3+10 fonksiyonunun grafigi

8. Bilgisayarda veya hesap makinesinde grafik ¢izimi

Komplike fonksiyonlarin ¢izimi i¢in bilgisayar veya hesap makinesi kullanmak oldukca kullanighdir. Bazi fonksiyonlarin grafiklerinin
¢izimlerini de daha sonraki béliimlerde gosterilecektir. Bilgisayarda veya hesap makinesindeki grafik ¢izimlerinde goriintiilenen ekranin
olceklendirilmesi de oldukca onemlidir.

Ornek 8.1. f(z) = 2® — 72 4 28 fonksiyonunun x € [—10,10],y € [~10,10] bolgesinde x € [—4,4],y € [~50,10] bélgesinde ve
x € [—4,10],y € [—60,60] bdlgesinde grafiklerini gorintileyiniz.



8. BILGISAYARDA VEYA HESAP MAKINESINDE GRAFIK CIZIMI 47

60 T
y y
40t
5__
10__ 0+
/3] /]
10 8 -6 -4 - | 4 d 8 104 3 - -1 12 N\ 44 ZW & Jo
X 104 X 20+ X
I -60 -
-10+ 20T
40+
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FIGURE 8.1. f(x) = x®—7x*+ 28 fonksiyonunun x € [—10,10],y € [-10,10] , z € [-4,4],y € [-50,10] , x € [-4,10],y €
[—60, 60] bolgesinde grafikleri

Ornek 8.2. y = z,y = —243V2, ve y = /9 — 22 fonksiyonlarinmn x € [—6, 6],y € [—6,8] bolgesinde x € [—6, 6],y € [—4, 4] bilgesinde
ve x € [—3,3],y € [0,4] bolgesinde grafiklerini gorintileyiniz.

(o]
N
N
N H

4 \6 -6 -4 -2 2 4 6 -3 -2 -1 0 1 2 3
2T X
4+t 27
6+
4+

FIGURE 8.2. y = 2,y = —x + 3v/2, ve y = /9 — 22 fonksiyonlarinm = € [—6,6],y € [~6,8] , © € [-6,6],y € [~4,4],
x € [-3,3],y € [0,4] bolgesinde grafikleri

Ornek 8.3. y = 57— fonksiyonunun x € [—10,10],y € [—=10,10] bolgesinde ve x € [—6,6],y € [—4,4] bolgesinde grafiklerini
goruntileyiniz.
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107 o
y y
5T 2
10 5 5 )1‘0 -6 -4 2 2 x6
54 21
10+ 4
FIGURE 8.3. y = 5=— fonksiyonunun = € [-10,10],y € [-10,10] ve = € [-6,6],y € [—4,4] bolgesinde grafikleri

Ornek 8.4. y = sin (100zx) fonksiyonunun x € [—12,12],y € [—1,1] bélgesinde = € [—6,6],y € [—1, 1] bélgesinde ve x € [-0.1,0.1],y €
[—1,1] bolgesinde grafiklerini gorintileyiniz.

10T 1.0 -

'
(e}
N
1
N
N -
N+

-1.0 —

FIGURE 8.4. y = sin (100z) fonksiyonunun = € [-12,12],y € [-1,1] , z € [-6,6],y € [-1,1] , x € [-0.1,0.1],y € [—1,1]
bolgesinde grafikleri

Ornek 8.5. y = cosz + Sm(mp

goruntileyiniz.

fonksiyonunun x € [—6,6],y € [—1, 1] bolgesinde ve x € [—0.6,0.6],y € [0.8,1.02] bilgesinde grafiklerini
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-0.5 1

-1.0 -

FIGURE 8.5. y = cosx +

sin(50z

50

) fonksiyonunun € [—6,6],y € [~1,1] ve = € [-0.6,0.6],y € [0.8,1.02] bolgesinde grafikleri






CHAPTER 2

Limit ve Sureklilik

Limit kavrami, genel matematigi cebir ve trigonometri kavramlarindan ayiran onemli bir konudur. Bir egrinin tanjantinin bulun-
masinda veya bir nesnenin hizinin bulunmasinda kullanilir. Bu boliimde 6ncelikle sezgisel olarak ve sonrasinda da kavramsal olarak limit
tanmmin verecegiz. Ayrica limiti kullanarak fonksiyonlarin degisim durumlarimi tammlayabiliriz. Ornegin baz fonksiyonlar z in kiiciik
degigimlerine karsilik kiigik f (x) degigimleri verirken baz fonksiyonlar sigrama olugturur bazilar da diizensiz degigim gosterir. Limit
kavrami, bu tiir davraniglarin ayirt edilmesi i¢in 6nemli bir yol gosterir. Limiti kullanan geometrik uygulamalar ise bir egrinin tanjantin
verir ki bu da daha sonra gorecegimiz fonksiyonun tiirevi konusuna kapi acar.

9. Degisim Oram ve Limit

Bir nesnenin belirlenen bir zaman dilimindeki ortalama hizi, aldigi yolun gecen zamana oranidir.

Ornek 9.1. Yiiksek bir dagin ucurum kupsindan bir tas dismektedir. Buna gére
1) Bu tagin ilk 2 saniyedeki ortalama hizi nedir?

2) 1. ve 2. saniyeler arasindaki ortalama hizi nedir?

3)t =1 vet =2 saniyelerindeki anlhk hiz nedir?

Coztim 16. yiizyilin sonlarina dogru Galileo tarafindan bulununan serbest diigme kuramina gore y yer degistirmeyi ve ¢ zamani gostermek
tizere yer degistirme
y = 16t

formiilii ile hesaplanir. Buna gore verilen bir zaman dilimindeki ortalama hiz, yer degistirmedeki degisimi Ay ile gosterirsek ve zaman
araliginin uzunlugunu At ile gosterirsek Ay /At formiilii ile buluruz. Buna gore
1) Ilk 2 saniyedeki ortalama hiz:

Ay 16%2* — 16 0

At 2-0

= 32km/s
2) 1. ve 2. saniyeler arasindaki ortalama hiz:
Ay  16%2*—16%1°
At 2—-1

= 48km/s
3) [to, to + h] araligindaki anlik hiz

Ay 16 (to +h)* — 16 x 3
At h
51
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formiilii ile verilirken ¢, anindaki anlik hizi1 bulmak igin A = 0 yazmaliyiz ancak paydada h ifadesinin bulunmasi ve sifira boliim tanimsiz
oldugu icin bunu yapamayiz. Peki anlik hizi nasil buluruz? ¢y = 1 ve ¢, = 2 saniyelerindeki anlik hizi bulmak ic¢in bu saniylerdeki artan
kisa zaman araliklarindaki ortalama hizi hesaplayarak bulabiliriz.

Ortalama hiz: % = M
h t(] - 1 t(] = 2

1 48 80

0.1 33.6 65.6

0.01 32.16 64.16

0.001 |32.016 |64.016

0.0001 | 32.0016 | 64.0016

Gortildugii tizere tg = 1 ve to = 2 saniyelerindeki ortalama hiz, aralik kiiciilditkge 32km/s ve 64km/s degerlerine ulagmaktadir. Bu ise
to = 1 ve to = 2 saniyelerindeki anlik hizin 32km/s ve 64km/s oldugunu belirtir. Cebirsel olarak da

Ay 16 % (14 h)* — 16 % 12

At h
Ay 16%(2+h)° —16%27
At h

= 32+ 16h

= 64 + 16h

elde ederiz. Boyle h degeri sifira ¢ok yaklastikca ¢y = 1 ve ¢ty = 2 saniyelerindeki ortalama hizda 32km/s ve 64km/s degerlerine

yaklagmaktadir.

O

9.2. (Bir aralikta, degisimin ortalama orani) y = f (x) fonksiyonu i¢in, [x1, x5] araligindaki x degerlerine karsiik y degisiminin

ortalama oranini

ﬁ_f(%)—f(l"l)_

floth) = f(z)

Az Ty — X

formiili ile veririz.

h#£0
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1 v=flx) /S
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FIGURE 9.1. Degisimin ortalama orani

Geometrik olarak [xy, xo| araligindaki f (x) fonksiyonun degisimi P (xy, f (x1)) ile Q (z2, f (22)) noktalarina birlestiren dogrunun egimidir.
Geometride bir egrinin iki noktasina birlestiren dogruya sekant dogrusu denir boylece [x1, 5] aralgindaki f (x) fonksiyonun degisimi PQ
sekant dogrusunun egimidir.
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FIGURE 9.2. Meyve sineklerinin 50 giinliik tireme grafigi

Ornek 9.3. Sekilde meyve sineklerinin 50 gunlik tireme grafigi verilmistir. Buna gore 23 ve 45 gunler arasi sineklerin ortalama tireme
orany nedir?
23. giinde sinek tireme hizi nedir?

Coziim

Ap 340 — 150

At - a5 a3 8.6sinek/giin

Tabi bu oran bize 23. giinde sinek tiremesinin artigt hakkinda bilgi vermez. Bunun i¢in daha yakin bir zaman araligi sececegiz.
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(45, 340)
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/
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P23, 150 /4
| 54) '
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Mumber of flies

50

il | R ) 3 4 sl

FIGURE 9.3. Meyve sineklerinin 23. giinde sinek iiremesinin artis

Grafige gore () noktasini degistirerek sekant dogrusunu da degistirmis olucaz:

Q 22 P (23,150)
(45,340) | =10 ~ 8.6

)

(40,330) [ E=10 ~ 10.6
(35,310) | %= ~ 133
(30,265) | Z2=10 ~ 16.5

Dahasi P noktasi tizerindeki sekant dogrusu gittikge kirmizi dogruya yaklagmaktadir. Bu dogru da (14, 0) noktasinda x eksenini kesmek-
tedir. Boylece 23. giinde sinek iireme hizi

Ap 3400
At 23— 14

~ 16.7sinek/giin

10. Fonksiyonlarin limiti

Yukaridaki ornekler bize limit hakkinda fikir vermektedir. Simdi ise fonksiyonun sezgisel tanimini verelim:
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10.1. f (z) fonksiyonu xy noktasini iceren a¢ik bir aralikta tanimlansin.tim xo noktasina yaklasan x degerleri icin f (x) fonksiy-

onu da L degerine yaklaswyorsa x,xy degerine giderken f fonksiyonu L limitine yaklasir denir ve

lim f(z)=1L

T—T0
ile gosterilir.

Ornek 10.2. (Bir fonksiyonun bir nokta etrafindaki yaklasima) f (z) = (2% — 1)/ (x — 1) fonksiyonunun & = 1 yakinindaki yaklasimlaria
bulunuz.

Coziim Bu fonksiyon x = 1 hari¢ her noktada tanimlidir ve paydada da z = 1 igin payda sifir oldugundan bu noktada tanimlayamayiz.
Bu fonksiyonu sadelestirirsek

f(x) = :;2__11 = (:C+x1)_(x1—1) =r+10#1

seklinde tanimlayabiliriz.

(o]
T

I I = .'|I'
=1 1 1

FIGURE 10.1. f(z) = 21 fonksiyonunun (1,2) noktasi diginda grafigi

rz—1
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Fonksiyon 2 = 1 noktasinda tanimli olmamasina ragmen grafikten de goriildiigii tizere x degerleri 1 noktasima yaklagirken f (x) fonksiyonu
2 degerine yaklasir.

x = 1 noktasi civan | f (x) = fj__ll =r+1l,x#1
0.9 1.9

1.1 2.1

0.99 1.99

1.01 2.01

0.999 1.999

1.001 2.001

0.999999 1.999999

1.000001 2.000001

Béylece f () fonksiyonunun limiti 2dir, x 1'e yaklagirken,

lim f (z) = lim

z—1 z—1 ¢ —1

Ornek 10.3. Fonksiyonun limiti fonksiyonun o noktada aldigi dejere bagh degildir. Asagqidaki grafiklerden ilki f (x) = 2] fonksiy-

z—1

. 2?1
onudur ve limiti 2 dir. Ikinci grafik g (z) = { f—l ’xfé I fonksiyonudur ve x = 1 de 1 degerini almasina ragmen limiti 2 dir. Son
Y x -

grafik ise h (x) =z + 1 fonksiyonudur x = 1 de limiti de aldigr deger de 2 dir.
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|

1
x<—
¥r—1

(a) fix) =

2. LIMIT VE SUREKLILIK

by glxy=4 *7 ic) flxy=x+ 1

F1GURE 10.2. Fonksiyonun limiti fonksiyonun o noktada aldigi degere bagh degildir.

Ornek 10.4. (Limiti olmayan fonksiyonlar)Asagidaki fonksiyonlaron x = 0 i¢in limitlerini inceleyiniz.

1.U (2) { (l)’i i 8 — birim advm fonksiyonu(Heaviside fonksiyonu)
La+#£0

29(x) = { 8 x iAO
0,z <0

3.f(x) = {sinl:c>0



10. FONKSIYONLARIN LIMITI 59

0 x=0 | Lo vab
= \ _— 1 -
1. x=1) \ ni
| x \ 0 x=10

fa) Unit step Function Lix) (hy el lch fixp

F1GURrE 10.3. Limiti olmayan fonksiyonlar

1) Sigrar: x = 0 noktasina soldan yaklasildiginda fonksiyonun degeri 0 iken sagdan yaklasildiguinda 1 dir. Boylece U (x) fonksiyonun
yaklasabilecegi tek bir L limit degeri yoktur.

2) Limiti olamayacak sekilde ¢ok hizly biyiir. x degerleri sifira ¢ok yaklastiginda g (z) fonksiyonunun degeri reel bir sayr degeri alamayacak
sekilde ¢ok biyiir. Bu yizden g (x) fonksiyonun yaklasabilecegi tek bir L limit degeri yoktur.

3) Limiti olamayacak sekilde salinam gosterir: x = 0 noktasina yaklastikca fonksiyon -1 ve 1 degerleri arasinda salinvm gdsterir ve
fonksiyonun yaklasabilecegi tek bir L limit degeri yoktur.

Yukaridaki o6rnekte goriildiigii iizere bir fonksiyonun limitini bulmak icin grafik ¢izmek veya hesaplama yapmak herzaman kolay olmaya-
bilir bu yiizden de asagida limit i¢in formal bir tanim vercegiz.

gttt 10.5. (Limit Tanima) Her bir (V) € > 0 sayst igin
O<|z—zo|<d=|f(x)—L| <e

kosulunu saglayacak sekilde en az bir (3) 0 > 0 sayist mevcut ise x,xo a yaklasirken f () fonksiyonu L limit degerine yaklasiyordur
denir ve

lim f(z)=1L

T—T0

ile gosterilir.
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Txy lies

in here

& 1)

for all x # x,
in here

."n-” — 0 ."|'|::| ."n‘.::, + a

FIGURE 10.4. ¢ ve ¢ iligkisi

Ornek 10.6. f(z) = 2x — 1 fonksiyonunun xo = 4 civarinda limiti 7dir. Buna gore limitin 2 birim yakimnda olmasini saglayan x
araligine bulalim
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py=2x— | __.r
J Upper hound:
9k .
Fo sadisfy T
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Lhis | -'mi
."l
e B l|'I
Lower bound:
p=3
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0y 145
__-" T mmes
Restrict
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FIGURE 10.5. § ve € smurlar:

Coziim
f(x) =7 < 2=[]2z0—-1-7]<2
= —2<2r—-8<2
= 6<2r<10
= 3<zr<b
= —-l<zr—-4<1

Boylece £y = 4 noktasinin 1 birim sagindan ve solundan olan tiim x degerleri icin fonksiyonun limiti 7 dir. 0J

Ornek 10.7. Limit tanvman kullanarak lim,_, (5z — 3) = 2 oldugunu gdsteriniz.
Coziim Hatirlatma: z9 = 1, f () = 5z — 3, L = 2 ve Her bir (V) £ > 0 sayist igin
O<|z—1<d=|f(z)—=2|<e

kogulunu sagsayacak sekilde en az bir (3) 0 > 0 sayist bulmaliyiz. ¢ sayisimi bulmak igin tersten giderek |f (z) — 2| < ¢ esitsizligi ile

baglamaliyiz.
€

\f(x)—2|<a:>\5x—3—2|<e:>5\:c—1\<a:>|x—1|<5
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Amacimiz 0 < |z — 1| < 0 kogulunu saglayacak sekilde bir § degeri bulmakt1 ve yukaridaki esitsizlikten § := £ olarak segersek boyle bir
§ degerini elde etmis oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasim yapalm: Eger [z — 1| < 0 = £ ise [5bx =3 — 2| = 5|z — 1] < ¢ elde
ederiz ki bu da limit tanimimizdir. U

Ornek 10.8. (Birim ve sabit fonksiyonlarin limitleri)

lim x = xg
T—T0
lim £ = k
T—T0

oldugunu limit tanwma kullanarak gosteriniz.
Coziim 1. Hatirlatma: xzo, f (z) = x, L = xo ve Her bir (V) € > 0 say1s1 i¢in

O<|z—zo| <d=|z—x0| <6
kogulunu saggayacak sekilde en az bir (3) ¢ > 0 sayist bulmalyiz. ¢ sayisini bulmak igin tersten giderek |r — zg| < ¢ esitsizligi ile
baglamaliyiz. Amacimiz 0 < |x — 29| < § kosulunu saglayacak sekilde bir ¢ degeri bulmakti ve yukaridaki esitsizlikten 0 := ¢ olarak
segersek boyle bir ¢ degerini elde etmig oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasim yapahm: Eger |x — x¢| < § = € ise |z — zg| < ¢ elde
ederiz ki bu da limit tanimimizdir.
2. Hatirlatma: xo, f (z) = k, L = k ve Her bir (V) € > 0 sayist igin

O<|z—xo| <d=|k—k|l<e
kogulunu sagsayacak sekilde en az bir (3) 6 > 0 sayis1 bulmahyiz. &k — k = 0 < ¢ kogulu hertiirlii saglandigindan herhangi bir pozitif §
degerini alabiliriz. Simdi de diizden giderek saglamasini yapalim: Eger |z — xo| < d ise |k — k| < ¢ elde ederiz ki bu da limit tanimimizdir.
O
Ornek 10.9. (3 degerini cebirsel olarak bulmak) lim,_5 v/ — 1 = 2 limitinde € = 1 secerek § degerini bulunuz.

Coziim 1. |f (z) — L| < ¢ esitsizligi ile baglayalim:

Ve —1-2] < e=1=1<Vz-1<3=1<z-1<9=2<z<10
= —3<xr—5<5

2. —3 ve 5 alt ve iist sinirdan en kiigiik mutlak pozitif sayiy1 0 olarak seg | — 3| = 3 en kiiglik mutlak pozitif say1 oldugundan § = 3
olarak seceriz.
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L

e

.
A

|
|
|
|
|
|
|
b

L
—— ==
L

0] 1

F1GURE 10.6. ¢ degerinin bulunmasi

EEEBEER 10.10. (Polinomun limiti) p (x) = a,a™ 4 an_12"" + - - 4+ ayx + ag polinomun limiti

le p(7) = p(10) = aprl + an_12y 4+ -+ arz0 + ag
T—T0

_ 10.11. p () = apa™ + ap_ 12" + -+ ayx + ag ve ¢ (x) = bpa™ + b1 2" 4 - + by + by polinomlart igin

lim 2 ()  plxo)  anwy+ An12f 4+ a1y + ag

zozo q () q(w0)  bpaf +byaf "+ 4 biwo+ b
SRR 10.12. (Limit kurallar) Eger L, M, k reel saylar ve
lim f(z)=1L, lim g(x) =M
T—T0

T—rT0

q(ro) #0

15€

1) ki fonksiyonun toplamanan limiti, limitlerin toplamna esittir:
lim (f(z)+g(z)) = lim f(z)+ lim g(x) =L+ M
T—xQ T—xo T—T0

2) ki fonksiyonun farkinin limiti, limitlerin farkina esittir:

T (f(2) — g () = lim f () = lim g(z) = L— M

T—T0
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3) ki fonksiyonun carpimin limiti, limitlerin ¢carpimana egittir:

Jim (f(2) .9 (2)) = lim f(z). lim g(z) = L.M
4) Bir fonksiyonun bir sabit ile ¢arpimanin limiti, limitin bu sabit ile ¢arpimina egittir:

mllgcl (k.f(x)) = k:xlgg f(z)=k.L

5) Iki fonksiyonun béliminin limiti, limitlerin bolimiine egittir:

) f@)\  limg g, f(z) L
B (g(ft)> limg g, g(2) M7

6) Bir fonksiyonun kuvvetinin limiti, limitin kuvvetine egittir:

lim (f (2))"* = (lim f(g;))r/s _ s

T—T0 T—T0

r,s tam sayilar, s # 0 ve s ¢ift sayr ise L > 0 olmalidr.

Ornek 10.13. Asagqidaki limitleri hesaplayimaz:

lim (x + 42° 3 = 7
Tr—a
lim (x it ) =7
T—a x4+ 5
(4z? — = 7
Cozim 1.
lim (2° + 42° — 3) = lim2® + lim 42” — lim (3) (Toplam — fark kurali)
T—a T—a T—a T—a
= lim 2® 4 4 lim 2% — lim (3) (sabit katsay: kural)
Tr—a Tr—ra Tr—a
= @’ +4a® — 3(polinom kuralr)
2.
, a2 -1 lim, . (2% + 2% — 1) ,
By (ﬁ) = T, (@ g ) (potum kurali

lim,_, 2% + lim,_, 2> — lim,_,, 1

lim,_,, 22 + lim,_, 5

4 2
—1
= %(polinom kuralr)
a
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lim /(422 —-3) = lim (422 — 3) (kuvvet kural)

r——2 r——2

= /4 lim 2? — lim 3(T0plam fark, sabit katsayu kurali)

T——2 T——2
= V4.4 — 3(polinom kural)
= V13

U]
Ornek 10.14. lim, ., £ Ec )5 =1 dse lim,_4 f () limitini bulunuz.
Cozim
lim f(z)—5 _ 1o 1iII‘lx_>4 f () - lim, 45 _1
z—4 o — 2 lim, 4o — lim,_,, 2
= 1-9 —1:>i1£11f() b=2
= lim f(2) =
U]

Ornek 10.15. lim, ., “’U?{ff Limitint bulunuz.

Coziim pay ve paydada polinom olmasina ragmen x = 1 yazamayiz ¢linkii payday1 sifir yapmaktadir. Boyle durumlarda sadelegtrime
islemini gerceklesgtirmeliyiz.

2 —2 2 -1 2
m T2y e @12
—1 12— z—1 ;1;'(;1;'—1) z—1 T

=3
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3 1
. i g
1 II- 1
= g
+ LW (1.3)
\,
A |
=2 (1] |
la)
|,
5
A 2
i
A
el ||1'
ﬂa
B ! ‘
|
i~ B |
i b

FI1cURE 10.7. Sadelegtirme Yontemi

r—

Ornek 10.16. lim,_.q %93 lemating bulunuz.
Cozim
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Ornek 10.17. lim, o Y=< Jimiting bulunue.

Cozim

Va2 +100 — 10 I Va2 4100 — 10 /22 + 100 + 10

lim = lim

20 22 20 x2 V22 +100 + 10
1

2

xXr
lim -
=0 124/22 + 100 +10 20

BRI 10.18. (Sandivig teoremi) g (x) < f (z) < h(x) ve

lim g(x) = lim h(z) =L

T—rT0 T—rT0

ise lim, ., f (x) =L

i

2

F1cURE 10.8. Sandvig teoremi
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_1=J+|'T

Vo= X}

F1cURE 10.9. Sandvi¢ Teoreminin uygulamasi

Ornek 10.19. Sekile gore lim,_,ou (x) limitini hesaplayinaz.

Coziim
22 2
2 2
Iml—2 — lml+™ —1=
z—0 4 x—0
limu(z) = 1
z—0

Ornek 10.20. (Sandvi¢ Teoreminin uygulamalart)

1) limg_,osin (6) limitini hesaplayinaz.

2) limg_o (1 — cos (7)) limitini hesaplayiniz.

3) lim, o |f ()| = 0 ise lim,_, f (x) = 0 oldugunu Sandvi¢ Teoremini kullanarak gdsteriniz.

Coztim 1)
—|6] < sin (6) <6

egitsizliginden ve limg_,o (— |0|) = limy_ (|f|) = 0 oldugundan Sandvi¢ Teoreminden limy_,q sin (6) = 0 elde ederiz.
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v
4 .1-=||'-.|||

v = sin #
] — _.o-'—_._‘-\._

. \u
—'.I'.f\ w\H
~ =1

- _1-=—|H|

FIGURE 10.10. — 0| <sin () < |0 esitsizligi

0<1-—cos(#) <0

esitsizliginden ve limgy_,¢ (|f|) = 0 oldugundan Sandvig¢ Teoreminden limg_, (1 — cos (€)) = 0 elde ederiz.

_1-=|H|

l | S
T -1 0

FIGURE 10.11. 0 <1 —cos(0) < |0] esitsizligi

= @) < fz) <|f ()]

esitsizliginden ve lim, ., |f (z) | = 0 oldugundan Sandvi¢ Teoremini kullanarak lim,_,, f (z) = 0 oldugunu sonucuna variriz.

BB 10.21. lim,,, % = 1,0 — radyan

69
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> X

/]-T-\ V= sin 6 (radians)
-.‘;Ifr _:Elfr —ZT ‘ ‘JIT - _I‘J:_- _'%If.r "
) ..
FIGURE 10.12. 5~ grafigi
v
r
1
Lan
. il
0 0 A(1.0)




PROOF. Sekile gore

a : cosz—1 7: sin 2z
Ornek 10.22. lim, o “=—, lim, o *%;

Cozim

oldugundan

5

xz—0

z—0

lim 1
6—0

sin 0

6—0

7

10. FONKSIYONLARIN LIMITI

< Alan (0?1P> < Alan (()ﬁT)

(1)sin g = 520

= sin € > 0 oldugundan
0 tan 6 1
- < — =
sin 6 sin 6 cos 0
sin 6
0
sin 6

D N~ N~ N
—+
&
=]
>

=

> cosl =

> lim —— > lim cos ¢ = 1 = Sandvig¢ Teo.
0 0—0

6—0

=1

limiatlerini hesaplayinaz.

cosx — 1

T
sin 2z
5%

Lo X
cosx =1 —2811125

. —2sin? 5 . sing
lim = —lim —=.sin- = —-1.0 =
z—0 x z—0 3
. sin2x 2 sin 2z 2
lim 5 = — | = —
z—0 5;(;— 5 x—0 21‘ 5
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11. Sag-Sol Limit ve Sonsuzlukta Limit

FiGURrE 11.1. y = ﬁ fonksiyonunun grafigi

T

Y= fonksiyonunu diigiindiigiimiizde x = 0 noktasinin sag tarafinda limit 1 olurken sol tarafinda limit —1 dir ve gercekte bu fonksiyonun

limiti yoktur. Bir fonksiyonun limiti olmasa da sag ve sol limit tanimlanabilir.

11.1. Her bir (V) e > 0 sayist i¢in

o<z <zo+d=|f(r)—L|l<e
kosulunu saglayacak sekilde en az bir (3) 6 > 0 sayist mevcut ise x,xo a yaklasirken f (x) fonksiyonunun sag tarafle L limiti vardir ve

lim, f(x)=1L

ZC—)Z‘O

ile gosterilir.



Her bir (V) € > 0 sayisi igin

11. SAG-SOL LIMIT VE SONSUZLUKTA LIMIT

Jix)
; Jix) lies
. in here
for all x # X
in here
- e ]
&
X
{ N :

F1GURE 11.2. Sag tarafli limit

xo—d<z<zo=|f(r)—L|l<e

73

kosulunu saglayacak sekilde en az bir (3) 6 > 0 sayise mevcut ise x,xo a yaklasirken f (x) fonksiyonunun sol tarafls L limiti vardur ve

ile gosterilir.

lim f(z)=1L

Z‘—)SEO
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A
L+e-
o flx)
; Fix) lies
- in here
!I — £ =l
for all x # x,
in here
I—'A\—I
&
) X
f + Cr X
¢ Xg— 8 Xy

FIiGUuRrE 11.3. Sol tarafh limit

_ 11.2. z, 2 a yaklasirken f (x) fonksiyonunun L limitinin var olmast i¢in gerek ve yeter kosul f (x) fonksiyonunun sol ve sag
limatlerinin var ve bu limitlerin esit olmasi gerekmektedir:

lim f(z)=L <& lim+f(a7):Lve lim f(z)=1L

T—x0 Tz =T

Ornek 11.3. Asaqida grafigi verilen fonksiyon icin v =0,z = 1,z = 2,z = 3,z = 4 noktalarindaki sol ve sag tarafle limitleri bulunuz.
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-

v = flx)

Cozim

lim f(x
z—0~

hmf x
r—1—

(z) -
(z) =
Jm (@) =
() =
(z) =

lim f(x
r—3~

lim f(x
r—4~

mevcut degildir, hm f(z)=

hm f (z) mevcut degildir.

hm f(x)= 1 hm f (x) mevecut degildir.
hm ) =1, hmf(x) 1 (@)=

hmf()—hmf() f3)=
f4)#1, hlgf (z ),lig}1 f () mevcut degildir

U
= 2 _ >
Ornek 11.4. f(z) = { ixZ ig;f’; ;<1 1 fonksiyonu i¢in lim,_,- f (z),lim,_, 1+ f (z),lim,_; f (z) limitlerini bulunuz.
Cozim
. . 2 . _
mli}% f(z) gl:_)rri( ©* + 2z — 2) 1
. . 2 _
gﬂlinlﬂ+ f(x) il_}H% (2 =2z +3) =2
lirri f (z) mevcut degildir.
T—
O

Ornek 11.5. f (z)
limati var madir?

=z — |z] fonksiyonun x =2,z = 3

noktalarindaki sag-sol tarafle limitini bulunuz ve bu noktadalarda fonksiyonun
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AL

Coziim 2 <z <2+ 0 i¢in |x] degeri 2 dir. Boylece
lim f(z)=lim (r—2)=2-2=0

x—27F z—2F
2—0<x<2icin |z| degeri 1 dir. Boylece
lim f(z) = lim (z —1)=2—-1=1
T2~ T2~
Sag ve sol tarafli limitler farkh oldugundan lim,_,» f () meveut degildir. 2 <2 < 3 46 i¢in 2] degeri 1 dir. Boylece

3 1
ml_if;f(x) :mglgl+($—1):§—2:§
36§ <z <2icin [z] degeri 1 dir. Boylece
lim f(z)= lim (:L'—l):§—1:1
i e 2 2
Sag ve sol tarafli limitler aym oldugundan lim,_,s f (z) = % O

Ornek 11.6. Tanum kullanarak lim, o+ v/x = 0 oldugunu gdsteriniz.
Coziim Hatirlatma: z9 =0, f () = /z, L = 0 ve Her bir (V) ¢ > 0 say1s1 i¢in
O<z<d=|[Va—-0<e

kogulunu saggayacak sekilde en az bir (3) § > 0 sayist bulmahyiz. ¢ sayisim bulmak icin tersten giderek |\/x — 0] < ¢ esitsizligi ile
baslamaliyiz.

V-0l <e=ua<é?
Amacimiz 0 < z < § kosulunu saglayacak sekilde bir § degeri bulmakt1 ve yukaridaki esitsizlikten J := £2 olarak secersek boyle bir §
degerini elde etmisg oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasini yapalim: Eger 0 < x < § = &2 ise |/x| = |v/x — 0| < € elde ederiz ki bu
da sag limit tanimimizdir. O
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- 11.7. Daha onceden verilen sabit fonksiyonun limiti burda da ayni kalmaktader. Yani: lim, 4o k =k

11.8. oo sembolu Reel saiylarda ifade edilmez. Bu sembolii, bir fonksiyonun davranisimin sonlu bir araligin sinirlarime astiginda
kullaniriz.
Her bir (V) e > 0 sayist i¢in
r>M=|f(x)—Ll<e
kosulunu saglayacak sekilde en az bir (3) M sayist mevcut ise x, 00 a yaklasirken f (z) fonksiyonunun L limiti vardir ve
lim f(z) =L

T—00

ile gasterilir.  Yani, lim, .o f (x) = L limitinden anlayacagimiz, x degeri orijinden pozitif yone dogru artarak uzaklaklasirken f(x)
fonksiyonu L limitine yaklasir.
Her bir (V) e > 0 sayist i¢in

r<N=|f(x)—L|<e
kosulunu saglayacak sekilde en az bir (3) N sayise mevcut ise x,—o0 a yaklasirken f(x) fonksiyonunun L limiti vardur ve

Lo fe) =1

ile gasterilir. Yani, lim, , o, f (x) = L limitinden anlayacagimiz, x degeri orijinden negatif yone dogru artarak uzaklaklasirken f(x)
fonksiyonu L limitine yaklasur.

Ornek 11.9. limx_m% =0, limxﬁ_m% = 0 oldugunu gosteriniz.

Qoziim Hatirlatma: f (z) = 2, L = 0 ve Her bir (V) ¢ > 0 say1s1 igin

x>M=|f(x)-L|<e

kogulunu sagsayacak sekilde en az bir (3) M sayist bulmaliyiz. M sayisini bulmak icin tersten giderek }% — O} < € egitsizligi ile

baslamaliyiz.

1
——0
x

1
<e=x>-
5

Amacimiz x > M kosulunu saglayacak sekilde bir M degeri bulmakti ve yukaridaki esitsizlikten M := % olarak secersek boyle bir M

degerini elde etmis oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasini yapalim: Eger z > M = é ise ‘%‘ = % — 0‘ < ¢ elde ederiz ki bu da
limit tanimimizdir.

Hatirlatma: f (z) = <, L = 0 ve Her bir (V) e > 0 say1s1 i¢in
r<N=|f(x)—L|<e¢
kogulunu saglayacak sekilde en az bir (3) N sayist bulmaliyiz. N sayisin1 bulmak igin tersten giderek }% — O} < ¢ egitsizligi ile baglamaliyiz.

1 ) 1
-0 <e=aor<—
X 19
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Amacimiz © < N kogulunu saglayacak sekilde bir N degeri bulmakti ve yukaridaki esitsizlikten N := —é olarak secersek boyle bir N
degerini elde etmis oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasini yapalim: Eger z < N = —% ise ‘%‘ = ‘% — O} < ¢ elde ederiz ki bu da
limit tanimimizdir. U

SRR 11.10. (Limit kurallar) Eger L, M,k reel saylar ve
lim f(z)=1L, lim g(x)=M
r—Eo00

r—+00
ise
1) Iki fonksiyonun toplamanin limiti, limitlerin toplamana egittir:

dim (f () +9(@) = lm_f(@)+ lm_g(x)=L+M

r—300
2) ki fonksiyonun farkinin limiti, limitlerin farkina esittir:

dim (f(2)~g() = lm_f(x)~ lim g(x)=L-M

r—F00
3) ki fonksiyonun ¢arpiman limiti, limitlerin ¢carpimana egittir:

lim (f () g(2)) = lim f(z). lim g(x)=LM

r—*+o00

4) Bir fonksiyonun bir sabit ile ¢arpimainin limiti, limitin bu sabit ile ¢arpimina egittir:

lim (k.f(2) =k lim f(x)=k.L

r—F00
5) Iki fonksiyonun béliminin limiti, limitlerin bolimiine egittir:

(58) limgao f (@) Y

lim =
1 lim, i g (r) M
6) Bir fonksiyonun kuvvetinin limiti, limitin kuvvetine egittir:

z—+o0

r/s
lim (f(z)”* = lim f(x)) =L/

r—Eo00 (x—):l:oo
r,s tam sayilar, s # 0 ve s ¢ift sayr ise L > 0 olmalidar.
Ornek 11.11. 1 ) limy o0 (5 + %) 2)limy, o0 ”x—f’ limitlerini hesaplayiniz.
Coziim 1)

1 1
lim <5+—) =lmb+lim —=5+0=5
T—00 €T T—00 T—00 I
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lim ™3 hm — lim 1 =0

T—00 LE‘2 T—00 I T—00 I

O

11.12. © — 400 i¢in rasyonel polinom fonksiyonlarin limitlerini bulmak i¢in pay ve payday, paydadaki en buyik dereceli terime
boliinecektir.

Ornek 11.13. lim, ., 5”3;;;8&_ 3 limiting hesaplayiniz.

Coziim

. 52?48z —3 . ?(+2-%) | 5483
lm ——— = lim = lim

T—00 3z2 4 2 z—oo 2 (3 + P) r—oo 34 5_2

. . 8 . 3
limy o0 5+ limg oo ~ — limy oo 5

. . 2
limg 00 3 + limy o0 =5

9
3
U
Ornek 11.14. lim, , . ;13“’2 limitini hesaplayinaz.
Coziim
11z + 2 ﬁ(%+%) . mta
lim = lim lim ——7
z——o00 213 — 1 x—>oox3( ) :c—)—ooQ—F
- lim, 12 + hmx—> oo 9023
B lim, o2 —lim,, 9013
0+0
pu— _— = 0
2—0
U

- 11.15. Yukaridaki iki ornekten de gorildugu tizere

o ap a1V 4 agr + ag n p=m
lim =
200 by ™ + by 2™ 1 + - -+ by + by

Ornek 11.16. lim, oo (\/ 2+ x— :B) limiting hesaplayiniz.
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Cozim

(Va2 +z—z) (Va? +z +x)

lim (\/W—x) = lim

T—00 T—00 (w /a2 + x + IL’)
= lim (2% + o —27) = lim :
= (Va2tx+a) oo (Vad+ o+ x)
. x . T
= hm — hm
e (,/:c2 (1+1) +:c) e (|x\ (1+1) +:c)
1
H“x( (1+§)+1> HC’O( (1+§)+1>
B lim, o 1 1
o . . 1 . 2
(\/(hmgc_>C>O 14 limy oo 5) + lim, oo 1)
O
Ornek 11.17. lim, e sin% limiting bulunuz.
Coziim t = 1/x yazarsak, x — oo igin t — 0 dir. Buna gore
1
lim sin — = limsint =0
T—00 x t—0
O

11.18. Bir fonksiyonun grafiginin tzerindeki bir nokta orijinden uzaklastikca, fonksiyon ile belli bir dogrunun arasindaki uzaklik
sifira yaklaswyorsa fonksiyonun grafigi bu dogruya asimptotik olarak yaklasiyor denir ve bu dogruya da fonksiyonun asimptotu denir. Eger

lim f(z) =bveya lim f(x)=10

T—00 T—r—00

ise y = b dogrusuna f (x) fonksiyonunun yatay asimptotu denir.

Ornek 11.19. 5””;;’284?2_ 3 fonksiyonunun yatay asimptotu nedir?



Cozim

11. SAG-SOL LIMIT VE SONSUZLUKTA LIMIT

522 + 8x — 3
m —_—
r—+o0 31’2 + 2

oldugundan y = g dogrusu yatay asimptottur.

Ornek 11.20.

322 —4z+5

202 4+x—1

AE+i-%) L 5+iod

b 22 (3+ %) i 343

. . 8 .
1Hnac—):l:oo 5+ hm:c—):l:oo T hmx—):l:oo 2

. . 2
hm:c—):l:oo 3+ 1Hnac—):l:oo 2

3
3

FIGURE 11.4.

1
B NOT TOSCALL

522 +8z—3 : :
Horts fonksiyonunun yatay asimptotu

fonksiyonunun yatay asimptotu nedir?

81
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Cozim
. 3z —dx+5 P (3-143) . 3-24+ 35
lim —————— = lim 1y = Am o
z—too 2% +x — 1 :c—>ﬂ:oox2(2—|—;—m—2) ac—>j:oo2-|-5—P

My 00 2 + limgyp o0 = — limy 0o 5
3
2
oldugundan y = % dogrusu yatay asimptottur.

Ornek 11.21. Sandvi¢ Teoremini kullanarak y = 2 + % fonksiyonunun yatay asimptotunu bulunuz.

Coziim
sin x 1 . 1
0< <|—|ve lim |—|=0
x x r—too |
oldugundan lim,_,4 % = 0 elde ederiz. Buna gore
. sin
lim (2 + ) =
r—+o0 x
elde ederiz ki y = 2 dogrusu yatay asimptottur.
.II.
R \.u: X
N
1+
| | | | | | \
=iw =27 = 1 T 2w 3w

FIGURE 11.5. y =2+ % fonksiyonunun yatay asimptotu
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11.22. Rasyonel bir fonksiyonda payin derecesi, payadanin derecesinden bir fazla ise fonksiyonun grafigi egik asimptota sahiptir
denir. Egik asimptotu bulmak i¢in pay:, paydaya boldiugimizde lineer bir bolim ile kalan kisim elde edilir ki kalan terim x — +00 i¢in
sifira yakinsar. Iste bolim olarak elde ettigimiz lineer fonksiyon egik asimptottur.

Ornek 11.23.
222 — 3
J (@)= Tr+4
fonksiyonun egik asimptotunu bulunuz.
1 4 B
| D]
Ll YT Tkt 4
__IL _gl, - '] _i '
r Ul

FIGURE 11.6. f(x)= 27“"3;;5’ fonksiyonu

Coziim

£ (a) 22—3 (2 8 115
= = —:L’ _ e
Tz +4 77 49) 49 (Tx +4)

- -

~
lineer fonksiyon kalan

I 115
im ——
e—to0 49 (Tx + 4)
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oldugundan g ()

2. LIMIT VE SUREKLILIK

2

Zr— 4% fonksiyonu egik asimptottur. Bu bize geometrik olarak sunu soyler,

7

2
f(x) =~ ?x—4—9
115 4

m, — civarindaki x degerleri i¢in

, yeterince biiyiik z degerleri i¢in

12. Sonsuz Limit ve Diisey Asimptot

x degeri xy a yaklagirken f () fonksiyonu sonlu bir L sayisina yaklagmak yerine orijinden olduk¢a uzaga gitmektedir.

12.1. Her pozitif reel B sayist i¢in, en az bir 6 > 0 degeri vardur:

O0<|z—x9|<d= f(z)>B

saglanwyorsa, x degeri xog a yaklasirken f (x) fonksiyonu sonsuzluga yaklasir denir ve asaqidaki sekilde gosterilir:
geaniy ) g yaktas Y ga yaktas gag g g

lim f(z)= o0

T—T0

v = fix)

8 \

&

’ .
G = o Yt o

FIGURE 12.1. lim, ,,, f () = oo geometiksel ifadesi
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Her negatif reel —B sayisi i¢in, en az bir 6 > 0 degeri vardur:

O<|z—z9|<d= f(x)<—-B

saglanwyorsa, x degeri xo a yaklasirken f (x) fonksiyonu negatif sonsuzluga yaklagir denir ve asagqidaki sekilde gosterilir:

lim f(z) = —o0
T—T0

]

. N — & g+ 8

% h.. i ;
il -
-8 \
| = fix)
FIGURE 12.2. lim, ., f (z) = —oo geometiksel ifadesi

Ornek 12.2. lim,, o+ % = 00, lim,_,o- % = —o0 oldugunu gosteriniz.

85
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f f t t t t t
2 4 6 8 10 12 14
X

FIGURE 12.3. lim, ., f (x) = —oo geometiksel ifadesi

Coziim Hatirlatma: zo = 0, f (v) = 1, ve Her pozitif reel B sayisi icin, en az bir 6 > 0 degeri vardr:

ro<x<d+z9= f(x)>B

saglanmalidir. Yine tersten giderek bu ¢ sayisini bulalim:

1 1
- >B=1r< —
T v B

Amacimiz 0 < x < § kosulunu saglayacak sekilde bir § degeri bulmakti ve yukaridaki esitsizlikten o := % olarak secersek boyle bir o

degerini elde etmis oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasini yapalim: Eger 0 < x < § = & ise % > B elde ederiz ki bu da sag limit

B
tanmimimizdir. Sol limit i¢in: Her negatif reel —B sayisi i¢in, en az bir 6 > 0 degeri vardir:
ro—o0<z<z9g= f(r)<—-B

saglanmalidir:Yine tersten giderek bu ¢ sayisini bulalim:

1 1
- <-B=x>-——

x B
Amacimiz —0 < x < 0 kogulunu saglayacak sekilde bir ¢ degeri bulmakti ve yukaridaki esitsizlikten § := % olarak secersek boyle bir ¢
degerini elde etmis oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasini yapalim: Eger —% =—0<x<0ise % < — B elde ederiz ki bu da sol
limit tanimimizdir. 0

Ornek 12.3. lim, ,;+ ﬁ = 00, lim,_,1- ﬁ = —00 oldugunu gésteriniz.
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Cozim
) 1 . 1 .1 - -
lim = lim = lim - = 00,t = x — 1, bir 6nceki o6rnekten
z=1t v — 1 z—1=s0tx — 1 =0t ¢t
. 1 . 1 .1 - -
lim = lim = lim - = —o0,t = x — 1, bir onceki ornekten
e—1- T — 1 e—1-0- 2 —1 =0~

Ornek 12.4. lim,_, m% = 0 oldugunu gosteriniz.

Coztim Her pozitif reel B sayisi igin, en az bir § > 0 degeri vardir:
1
O<|z|<d=—5>DB
x

saglanmalidir. Yine tersten gidelim:

1 1
—>B=lr|<—
i

VB

Amacimiz 0 < |z| < ¢ kogulunu saglayacak sekilde bir ¢ degeri bulmakt1 ve yukaridaki esitsizlikten o : % olarak secersek boyle bir §

degerini elde etmig oluruz. Simdi de diizden giderek saglamasimi yapalim: Eger 0 < |z] < § = ﬁ ise m% > B elde ederiz ki bu da limit

tanimimizdir. O

12.5. Eger

lim f(z) =00 veya lim f(z)=—o0
z—at T—a~

ise x = a dogrusuna f (x) fonksiyonunun digey asimptotu denir.

Ornek 12.6. Yy = i—i’;’ fonksiyonu icin yatay ve disey asimptotlar, bulunuz.
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Vertical |
asymptote, | | b
oo ) | i
e==2 | s 443
! —e
| P E x+ 2
\ 1
) 3 =FE+
Horizontal \ ¥+ 2
B N \,
asymplote, \2F
r=1 T
el - -
T VI T I T -
=5 =4 -3\-2-10[ 1 2 3
\ -1r
\ =7 =
3}
! 4k

FIGURE 12.4. y = i—j:g fonksiyonu i¢in yatay ve diigsey asimptotlar

Coziim

x+3 oz (1+2) limy e 14 limy o 2
lim = lim = = . 5 =1
z—00 T + 2 T—00 (1 + ;) lim, oo 1+ limg 00 2
T+ 3 Y T (1 + %) lim, o1+ lim,_,_ % .
— 1m == =
z——0c0 T + 2 eo—co (14 2)  limy oo 14 limy, o 2
oldugundan y = 1 yatay asimptot
r+3 . T+3
im =oove lim = —
r——2+ T + 2 r——2— T + 2
oldugundan x = —2 diisey asimptottur.

Ornek 12.7. Yy = —ﬁ fonksiyonu icin yatay ve disey asimptotlar, bulunuz.
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| B+ | e by
| 8= |* =
Lo6F
, .
| 3 I:I Vertical
Vertical \ 4| /[ |asympiote, vy =2
ilﬁ.‘”:‘_‘li“'_‘f; "\\i‘_/*ﬂ Horzontal
: = =T asymptote, v = 0
g /
— L L | L4 Lid 1| >
=4-3-2-10] 1| 2 3 4
\ /
| -
[+ |
FIGURE 12.5. y = —ﬁ fonksiyonu i¢in yatay ve diisey asimptotlar
Coziim
i 8 i 8 i 1 lim, o 8 0
im — = lim ——F— = — lim — =
z—oo 12 —4 z—o0 2 (1 — 1%) a—o0 2 liMy oo 1 — 41im, oo mlz
. 8 ) 8 . 1 lim, ,_ o 8
lm ——— = lim —74:—11m—. - =20
z——o0 12 —4 z——oc0 g2 (1 — p) a——oo 22 lim,_, oo 1 — 41lim, o =
oldugundan y = 0 yatay asimptot
5 8 I 8
im — = —ocove lim — = 00
z—2+ 12 —4 z—2— 12 —4
oldugundan x = 2 diisey asimptottur ve
! 8 I 8
im ———— =oove lim — = —00
z——2+ 2 — z——2- a2 —4
oldugundan x = —2 diigey asimptottur. 0

L
cosx’

Ornek 12.8. (Sonsuz sayrda asimptotu olan egriler) y = secx = y = tanz,y = cscx,y = cotx fonksiyonlar: icin disey

astmptotlary bulunuz.
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Coziim y = secr = ——

——, y = tanz fonksiyonlar cos z fonksiyonunu 0 yapan 47/2 ve tek katlarinda yani £37/2, £57/2, £77/2, ... sifir
olur. Yani
lim sec x = 00, lim tanx = oo
e+ (2k-1)TE r—+(2k-1)T+

oldugundan 47 /2 ve tek katlarinda yani +37/2, £57/2, £77/2, ... dogrular diigey asimptottur.

FIGURE 12.6. y = secz, y = tanx fonksiyonlarinin sonsuz sayida asimptotu vardir

1

y = cscx = =, y = cot x fonksiyonlar1 sin z fonksiyonunu 0 yapan 4+ ve tiim katlarinda yani 427, £3, &4, ... sifir olur. Yani

lim cscx =400, lim cotx =+
r—+knt r—+krt

oldugundan +7 ve tiim katlarinda yani +27, +37, £4m, ... dogrularn diigey asimptottur.

FIGURE 12.7. y = cscz,y = cot x fonksiyonlarinin sonsuz sayida asimptotu vardir

Ornek 12.9. f(z)= gz:i fonksiyonunun asimptotlarine bulunuz.
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&
&= X

¥ = =24 |4
G- T T | i—4
F,
II .-j ¥ i+
/ The vertical distance
&L 7 between curve and
line SOC5 L0 2eT0 A8 ¥ —
el e
| ‘ J.-'""
.-"'-'..
s 1l _~ Ohbligue
y=21\ o
3k o T asvmptote
X

p | B =1

2 { =

b

&1 AT - oa
- o k]
1 0 I B 3 4 x
wl b |
e Ventical
asymploke,

§

= | y=2
|

FIGURE 12.8. f(z) = gz: 1 fonksiyonunun asimptotlar

Coziim Payin derecesi paydanin derecesinden bir fazla oldugundan egik asimptot ve payday: sifir yapan x=2 degeri i¢in de diisey
asimptotu vardir. Buna gore

T8 (L) s !
or—4  \2" 9z — 4
———
lineer fonksiyon kalan
1
lim = 0

z—+o0 20 — 4
oldugundan g (x) = %x + 1 fonksiyonu egik asimptottur. Bu bize geometrik olarak sunu soyler,
1
f(x) =~ 57 + 1, yeterince biiyiik = degerleri igin
1
f(xr) =~ ———, 2 civarindaki = degerleri igin
20 — 4
ve ayrica

2 -3 " x?—3
= 11m =
z—2+ 20 — 4 ’:c—>2* 20 — 4

—0
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oldugundan z = 2 dogrusu diigey asimptottur. 0

Ornek 12.10. f(z) = 3a* — 22 + 32® — 52 + 6, g (x) = 32" fonksiyonlars farkls olmasina ragmen yeterince biyik |x| degerleri igin
birbirlerine denk oldugunu gosteriniz.

20l | S00,000
0000

i
[ =i 100000

L | — 1 [ i L
=1 [} 1 2 =20 <0 © 10 20

e 100000 -

FIGURE 12.9. f ve g fonksiyonlarinin orjinin yakimindaki grafikleri ve daha biiyiik |z| degerleri igin grafikleri

Cozim
. 30t =203 4322 —5r+6 . 2*(3-21435 —55+6-)
lim = lim L L z L
r—+o00 3t T—+o0 3t
. hmm—):l:oo 3 — hmx—):l:oo 2% + hmm—):l:oo 3# - hmm—):l:oo 5% + hmm—):l:oo 6% -1
oldugundan yeterince biiyiik |z| degerleri igin birbirlerine denktir. O

13. Siireklilik

Bir onceki boliimde, noktalardaki degerleri verilen bir fonksiyonun grafigini ¢izerken herhangi bir kirilma ve sicrama gerceklestirmeksizin
noktalar1 birlegtirmigtik. Tabi bunu yaparken siirekli fonksiyonlar ile galigtigimizi varsayiyoruz. Stirekli bir fonksiyonun, z,z, a
yaklagirken limitini bulmak igin f (z¢) degerinin hesaplanmasi yeterli olacaktir. Bir fonksiyonun z, noktasi civarinda tanimh olsun.
Bu durumda 3 secenek vardir.

(1) limg—y, f () yoktur.
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1y /-——- y=f{x)

f(alj,
iy .
0 a

FIGURE 13.1. lim, ,,, f (x) yoktur

(2) limg_y, f () vardir fakat f(zg) # limg ., f (2)

.H.y
y=f(x)

FIGURE 13.2. lim, ., f (x) vardir fakat f (zo) # lim,_,, f ()

(3) limy_y, f () vardir ve f(zo) = lim, ., f ()
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FIGURE 13.3. lim, ., f (x) vardir ve f(xo) = lim, ., f ()

13.1. I¢ nokta: y = f (x) fonksiyonu igin
f(@o) = lim f(z)

T—T0

kosulu saglanmiyorsa xqy i¢ noktasinda streklidir denir.

Continuity Two-sided
From the right ConLimELy Continuny

s fronm the lefi
‘_.IT .

- Al g

o -~ -
-
¥ = fix)
* )

] ‘ b

Sol sinar nokta: y = f (x) fonksiyonu igin

fla) = lim_f(z)

z—a™t

kosulu saglamiyorsa a sol sinwr noktasinda sureklidir denir.
Sag sar nokta: y = f (x) fonksiyonu igin

f(b) = lim f (z)

r—b*
kosulu saglaniyorsa b sag simir noktasinda streklidir denar.
Eger y = f (x) fonksiyonu xo noktasinda sirekli degil ise kisaca y = f () fonksiyonu xy da sireksizdir denir ve xo noktasina da f(x)
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fonksiyonunun streksizlik noktast denir.
y = f(x) fonksiyonu i¢in
f (@) = lim_f (2)
ZC—)Z'O
kosulu saglanmiyorsa xo noktasinda sagdan sureklidir denir.
y = f(x) fonksiyonu i¢in
f(wo) = lim f ()

Z‘—)SEO

kosulu saglanyorsa xo noktasinda soldan streklidir denir. Béylece y = f(x) fonksiyonunun a sol sinir noktasinda siirekliligi, sagdan
surekliliktir ve b sag sinir noktasinda strekliligi, soldan strekliliktir.

_ 13.2. y = f (x) fonksiyonunun o i¢ noktasinda siirekli olmasu icin gerek ve yeter kosul xoy noktasinda sagdan ve soldan strekli
olmasidar.

13.3. y = f (x) fonksiyonunun xy i¢ noktasinda siirekli olmasi i¢in asagidaki ti¢ kosul saglanmalidar:
1) f (zo) degeri mevcuttur.
2) im, ., f (x) limiti mevcuttur.
3) f(xg) = lim,_ys, f (2) kosulu saglanmalidar.

Ornek 13.4. y = 4 — 12 fonksiyonu [—2,2] arabginda sireklidir.

-2‘.0 -1}.5 -1}.0 -&.5 0.0 0}.5 1}.0 1}.5 20
FIGURE 13.4. /4 — 2?2 fonksiyonu [—2, 2] araliginda siirekliligi

Coziim 1) v/4 — 22 fonksiyonu her bir z € [—2, 2] araliginda tanimldir
2) lim, ., V4 — 22 = \/4 — 23, limiti mecuttur her bir z € [—2, 2] i¢in. Benzer sekilde lim, , o+ /4 — 22 = 0, lim,_,5- V4 — 22 =0
3) V4 — a3 = lim,_,,, V4 — 22 kogulu saglanmaktadur.

Bu ¢ kosul saglandigindan fonksiyonumuz siireklidir. O
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z, x>0
—T,r <

Ornek 13.5. f(z) = |z| = {

0 fonksiyonunun x = 0 noktasinda surekliligini inceleyiniz.

I ; ; ; ; ; ; ; ; |
I t t t t o t t t t i
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X

FIGURE 13.5. |z| fonksiyonunun z = 0 noktasinda siirekliligi

Coziim
£(0) = Tim f(x) = lm f ()

saglandigindan sag ve sol limitleri vardir ve dolayisiyla limitleri vardir ve fonksiyonun x = 0 noktasindaki degerine esit oldugundan

sireklidir. 0J
= 1,z>0 . . o L
Ornek 13.6. U (z) = { 0z <0 fonksiyonunun surekliligini inceleyiniz.

v = Lix)

0l

FIGURE 13.6. U (z) fonksiyonunun siirekliligi
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Cozim

U(0) = lim U (z)

z—0t

saglandigindan = = 0 da fonksiyon sagdan siireklidir. Ve U (0) # lim, ,o- U (z) oldugundan soldan siirekli degildir. Ve ayrica soldan

siirekli olmadigindan siirekli de degildir. 0
) 22,2 <0
Ornek 13.7. f(z) =< 0,2=0 fonksiyonunun x = 0 noktasinda surekliligini inceleyiniz.
rz+ 1,2 >0
:if’#y=x+1
1 L
ﬂ; h_x
0
y=-x2

FIGURE 13.7. Degisimin ortalama orani

Cozim
li = i 1H)=1
S = ey
li = 1 —z?) = li li
Jim fl@) = Jim (=e%) =0= lim f(z)# lm /()
saglandigindan x = 0 da fonksiyonun limiti yoktur ve stirekli de degildir. U

Ornek 13.8. f () = |z| + 2z fonksiyonu siirekli midir?
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y ol —
10+ _—
1 —

N Ao

\ou
\

- l

Coztim |z] fonksiyonu n tam say1 degerlerinde limiti olmadigindan f (x) fonksiyonunun da bu tam degerlerde limiti mevcut degildir ve
dolayisiyla stirekli degildir. 0

13.9. Eger y = f () fonksiyonu xo noktasinda siirekli degil ise asagidaki durumlar soz konusudur:
1) Kaldwrilabilir Streksizlik: Eger lim, ., f (x) limiti mevcut fakat f (xo) degerinden farkl ise fonksiyonun sireksizligine kaldurilabilir

sureksizlik adi verilir.

-
+ "

Ficurk 13.8. Kaldirilabilir stireksizlik

2) (Siwgrama streksizligi) Eger f (x) fonksiyonunun sag ve sol limitleri farkl ise fonksiyonun siireksizligine sigrama streksizlik ady verilir.
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()

FIGURE 13.9. Sigrama siireksizligi

3) (Sonsuz stireksizlik) Eger lim St S (x) = £00 veya lim - (r) = £o0 ise fonksiyonun sireksizligine sonsuz streksizlik ady verilir.
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-

L] : 1
y=fixl=—=
X

1

FIGURE 13.10. Sonsuz sureksizlik

4) (Salinam Stireksizligi) Eger f (x) fonksiyonu xq noktasinda ¢ok salinim gerceklestiriyorsa fonksiyonun sireksizligine salinim siireksizligi
ady verilir.

¥ = &M X

I T *

FiGure 13.11. Salimim Streksizligi

_ 13.10. (. Sturekli fonksiyonlarin ozellikleri) Eger k reel sayular ve f,g fonksiyonlar x = xy noktasinda sirekli ise
1) (Toplaman sirekliligi) Iki fonksiyonun toplama olan f + g fonksiyonu da x = xo noktasinda sireklidir.
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2) (Farkwn sitrekliligi) Iki fonkswyonun farks olan f — g fonksiyonu da x = x¢ noktasinda streklidir.
3) (Carpyvman siirekliligi) ki fonksiyonun ¢arpyma olan f.g fonksiyonu da x = x¢ noktasinda streklidir.
4) (Sabit ile ¢carpyman siirekliligi) Fonksiyonun bir sabit ile ¢arpima olan k.f fonksiyonu da x = xo noktasinda siireklidir.

5) (Béliimiin stirekliligi) Iki fonksiyonun bélimai olan § fonksiyonu da x = xy noktasinda sireklidir, g (zq) # 0
6) (Kuvvetin siirekliligi) Fonksiyonun kuvveti olan f7/* fonksiyonu da siireklidir, burada r,s tam saylar, s # 0 olmalidar.

- 13.11. p(2) = apz™ + ap_12™ t + - - + ayw + ag polinomu sireklidir.

- 13.12. p(2) = a2 + ap_ 12" L+ -+ ayw + ap ve q(x) = bpx™ + by 12" + -+ + by + by polinomlar zgm fonk:szyonu da
streklidir. (q (zg) # 0)

_ 13.13. Eger f fonksiyonu xo noktasinda sirekli ve g fonksiyonu da f (x¢) noktasinda strekli ise g o f bileske fonksiyonu xg
noktasinda streklidir.

Continuous.al ¢

fich gl fieh

Ornek 13.14. Asaqidaki fonksiyonlarin surekliligini gosteriniz.

2/3
1 = 2 _2r—5 2) y =
)y Va? =2z -5, )y [
r—2 T sinx
g 4 =
3y x2_2‘ V=1

Coziim 1) Uyar1 13.11°den 2% — 22 — 5 polinom fonksiyonu siireklidir. Teorem 13.10’in 6. 6zelliginden siirekli fonksiyonun kuvveti de

stirekli oldugundan v/x? — 22 — 5 fonksiyonu siireklidir.
2) Uyar1 13.11°den x, 1 + 2* polinom fonksiyonlar siireklidir. Teorem 13.10’in 6. 6zelliginden siirekli fonksiyonun kuvveti de siireklidir

yani 2%? fonksiyonu da siireklidir. Teorem 13.107in 5. Ozelliginden siirekli 22/3,1 + z* fonksiyonlarinin béliimleri de siireklidir. Yani

Yy = l_i$4 fonksiyonu surekhdlr
3) Teorem 13.10’in 5. () = It

mutlak deger fonksiyonu da siirekli oldugundan Teorem 13.13’den go f bilegke fonksiyonu da surekhdlr Yanl go f

stireklidir o # 4+/2.
4) sinx fonksiyonu heryerde siireklidir ve Teorem 13.10’in 3. ozelliginden stirekli z, sin fonksiyonlarmm carpimi da streklidir. Ayrica

Uyar1 13.11’den 22 + 2 polinom fonksiyonu siireklidir ve Teorem 13.10’in 5. 6zelliginden siirekli z sin z, 2% + 2 fonksiyonlarimin boltmleri

rsinx

olan mif; fonksiyonu da siireklidir ve bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi bunlarin mutlak degerleri de surekhdlr yani y = ‘ ) ‘ fonksiyonu

stureklidir.
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13.15. Eger f (x) fonksiyonu x = x¢ noktasinda kaldvrilabilir sireksizlige sahip ise yeni bir F (x) fonksiyonunu
F(x):{ f(x),x # o

lim, ., f(2),2 =2

olarak tamimlarsak bu fonksiyon strekli bir fonksiyon olacaktir. F fonksiyonuna v = xo noktasinda f fonksiyonunun strekli genisletmesi

denir.

Ornek 13.16. Y= % fonksiyonunun x = 0 noktasinda strekli genisletmesini elde ediniz.
Coziim y = % fonksiyonunun x = 0 noktasinda tanimli olmadigindan siirekli degildir yani kaldirilabilir siireksizlige sahiptir.

sin «

lim =1
x—0

oldugundan f fonksiyonunun siirekli genisletmesini

olarak yazabiliriz.

(0, 1)

) //,/—4'—*
63 -

.F'I_"\-\.
3=
al

[T .
b ==
I
L] = -
[T

FiGUurE 13.12. f fonksiyonu ve onun stirekli genigletmesi F'

BEORER 13.17. (Ara deger Teoremi) f fonksiyonunu [a,b] kapals araliginda siirekli ve p, f (a) ve f (b) arasinda bir dejer ise [, b] kapalu

araliginda f (¢) = p olacak sekilde enaz bir ¢ noktasy mevcuttur.
Burdaki ¢ noktas: tek olmak zorunda degildir birden fazla olabilir.
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)

FIGURE 13.13. Ara deger Teoremi

EEBRER 13.18. (Bolzano Teoremi) f fonksiyonunu [a,b] kapals arabginda sirekli ve f (a) ve f (b) farkl isaretlere sahip olsunlar yani
f(a).f (b) <0 olsun. Bu durumda |a,b| kapali araliginda f (c) =0 olacak sekilde en az bir ¢ noktasy mevcuttur.

fl@p

FIGURE 13.14. Bolzano Teoremi

Ornek 13.19. f (x) = 23 + 2% — 1 fonksiyonunun x € [0,1] arabginda f (c) = 0 kosulunu saglayan bir ¢ degeri var madwr yada diger
bir ifade ile fonksiyonun kéki var madir?

Cozum f(0) = —1,f(1) = 1,f(0).f(1) < 0 ve f fonksiyonu bu aralikta siirekli oldugundan Teorem 13.18’den f (¢) = 0 kogulunu

saglayan bir ¢ degeri vardir.



104 2. LIMIT VE SUREKLILIK

y 101
08T
06T
041
02

0.0

01 02 03 04 05 06 07/ 08 09 10
02+ S

-04 T
-06 T

-08 T

-1.0

FIGURE 13.15. f(x) = 2% + 2% — 1 fonksiyonunun z € [0, 1] arahgmda kokii vardr.

O

r+2,0<2<3
r—2,-3<x<
yada diger bir ifade ile fonksiyonun koki var madir?

Cozum f(—3)=—5,f(3)=5,f(-3).f(3) <0 fakat f fonksiyonu x = 0 da siirekli degildir:

Ornek 13.20. f(z) = 0 fonksiyonun x € [—3,3] arahginda f (c) = 0 kosulunu saglayan bir ¢ degeri var mader

li = 1 2=2
S = e

lim f(z) = limz—2=-2
z—0~ z—0—

o halde Teorem 13.18’in kogulu saglanmadigindan f (¢) = 0 kogulunu saglayan bir ¢ degeri yoktur.

r+2,0<z<3

FIGURE 13.16. f(x) :{ 9 _3< 1 <0

fonksiyonun x € [—3, 3] arahginda koki yoktur.
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_ 13.21. f fonksiyonunu [a,b] kapali araliginda sirekli ise Vo € [a,b] icin m < f(x) < M olacak sekilde m, M sayilar, varder
yanifonksiyon sinirilidir.

BB 13.22. [ : [a,b] — [c, d] siirekli ve kesin artan bir fonksiyon olsun. Bu durumda f : [a,b] — [c,d] fonksiyonunun f~ : [c,d] —
la, b] sirekli ve kesin artan ters fonksiyonu vardr.

13.23. AC IR, f: A — R surekli bir fonksiyon olsun.

1) ¢ € A olsun. |x —c| < 0 sartine saglayan ¥Yx € A igin f(x) < f(c) kosulunu saglayacak sekilde bir & > 0 sayise mevcut ise f
fonksiyonu ¢ noktasinda yerel (lokal) maksimuma sahiptir denir.

2)d € A olsun. |r—d| < § sartime saglayan Yx € A i¢in f(d) < f(x) kosulunu saglayacak sekilde bir & > 0 sayisi mevcut ise f
fonksiyonu d noktasinda yerel (lokal) minimuma sahiptir denir.

3) Yerel maksimum ve yerel minimum degeri birden fazla olabilir ve bu degerlere fonksiyonun extramumlar: veya extramum degerleri de
denir.

4)Vx € Adgin f(x) < f(p) kosulunu saglayacak sekilde bir p € A mevcut ise f fonksiyonu p noktasinda mutlak (global) maksimuma
sahiptir denir.

5)Vx € Aigin f(r) < f(z) kosulunu saglayacak sekilde bir r € A mevcut ise [ fonksiyonu r noktasinda mutlak (global) maksimuma
sahiptir denir.

6) Fonksiyonun mutlak maksimumu, ayni zamanda yerel maksimum degeridir ama tersi dogru degildir yani yerel maksimum degeri
mutlak maksimum olmayabilir.

7) Fonksiyonun mutlak minimumu, ayni zamanda yerel minimum degeridir ama tersi dogru degildir yani yerel minimum degeri mutlak
minimum olmayabilir.

mutlak maks.
yerel maks.

yerel maks.

yerel maks. /\ -
/w\\’/ ; L N
yerel mir-ll.‘. \‘ /

mutlak min.
yerel min.

Ornek 13.24. Sekildeki grafige gore fonksiyonun yerel ve mutlak maksimum, minimum degerlerini bulunuz.
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Coziim Yerel maksimum degerlerini x = —3, x = 0, x = 3 noktalarinda alir, yerel minimum degerlerini x = —1, x = 1 noktalarinda alir.
Fonksiyon mutlak maksimum degerini = 3 noktasinda alirken mutlak minimum degerini z = 0 noktasinda alir. 0



CHAPTER 3

Turev

14. Fonksiyonun Tiirevi
14.1. y = f (x) fonksiyonunun P (xq, f (x¢)) noktasindan gegen egimi
f (@0 +h) — f (20

=i 14.1
e h ( )

limati ile hesaplanir. Bu noktadan gecen ve egimi bu limit olan dogruya da tanjant dogrusu denir. Yani tanjant dogrusu
y=m(x—x9)+ f (z0) (14.2)

ile verilir.

y=fix) |

Fa

: [
g + b, flxg + !"'L)’J/

AL g + R = fixg)

LY

L} "'l:' '|“+ lrr

FIGURE 14.1. P (zo, f (z)) noktasindan gegen tanjant ve sekant dogrulari

107
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Ornek 14.2. y = mx + n dogrusunun x = xy noktasindan gecen tanjant dogrusunu bulunuz.

Coziim Oncelikle (14.1)’den egimini bulalim:

m:hmf(%ﬂLh)—f(xo):limm(x0+h)+n—(mxo+n) . mh
h—0 h h—0 h h—0 h

ve (14.2)’den tanjant dogrusu
y=m(x—x0)+ [ (rg) =m(x — x9) + (Mmxo + 1) =Mz +n

yani lineer dogrunun tanjant dogrusu kendisidir.

Ornek 14.3. 1)y= %, x # 0 dogrusunun x = xo noktasindaki egimini bulunuz.
2) Egimi hangi noktada —1/4 olur?

Coztim 1) (14.1)’den egim
floo+h) = f(wo) _ o momm ~a oy To—(moth) 1

m = lim =1 Lo \Lo )
h—0 h h—0 h h—0 hxg (5170 + h) 2
2)
1
m:__2_——:>1'0:j:2
Lo
] | J
V==
1 Y
. \oslope is——
/ ol
\ |'r'| J_"| \.,_:
slope is == R ot “Hp—
."I; ¥ * ) T 0 a
B / o,
Ill q _I_"I i slope s =~
L = 2
| 1
1

FIGURE 14.2. y = %, x # 0 dogrusunun x = x, noktasindaki egimi
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O

- 14.4. M ifadesine f fonksiyonunun xg noktasindaki h artimiy fark bolumidir veya diger bir ifade ile f fonksiyonunun

zo noktasindan gecen sekant dogrusudur. h sifira giderken bu ifadenin limitine de f fonksiyonunun xo noktasindaki tirevi denir. Ite bu
turev f fonksiyonunun xo noktasindaki eqimi ve tanjantine verir. Vey bir onceki bolumde de gordugumiiz tizere xg noktasinda degisimin
oraning verir.

14.5. 1) Eger limy,_.q w limiti mevcut ise y = f (x) fonksiyonuna xy noktasinda diferansiyellenebilir (tirevienebilir)
denir. ' (zo),v, %‘x:xo D (f) (x0), Dof (z0) sembollerinden biri ile gésterilir. %, D operatorlerine de diferansiyel operator denir. %
ifadesini [ fonksiyonunun x e gore turevi seklinde soyleriz. Tiirevin bir diger tanimany da soyle verebiliriz:

2) Ejer lim,_,,, L9100 limiti meveut ise f (x) fonksiyonuna xo noktasmda diferansiyellenebilir (tirevlenebilir) denir.

r—x0
3) [ fonksiyonunun tanim kiimesi f fonskiyonunun limy,_o M limitinin mevcut oldugu tim noktalarin kumesidir ki bu da f in

tamam kiimesinin bir alt kumesidir.

4) f' fonksiyonu xo noktasinda mevcut ise f fonksiyonuna x = xy noktasinda diferansiyellenebilir denir. [’ fonksiyonu her noktada
mevcut 1se kisaca | fonksiyonu diferansiyellenebilir denir.

5) Egerlimy, o+ w limiti mevcut ise y = f (z) fonksiyonuna xg noktasinda sag tarafle diferansiyellenebilir (tirevienebilir) denir.
6) Egerlimy,_,o- w limiti mevcut ise y = f (x) fonksiyonuna xo noktasinda sol tarafly diferansiyellenebilir (tirevlenebilir) denir.
7)y = f (x) fonksiyonuna xo noktasinda diferansiyellenebilir (tirevlenebilir) olmasu igin gerek ve yeter kosul fonksiyonunun xo noktasinda

sag tarafli ve sol tarafly tirevi vardwr ve esit olmalidir.

Ornek 14.6. Yukaridaki Ornek 14.2 gore y = mx+n dogrusunun tirevi y' = m ve Ornek 14.3 ye gore y = % egrisinin tirevi iy’ = —x—lg
dir.

Ornek 14.7. y = f (z) = —t= fonksiyonunu diferansiyelleyiniz (tirevini aliniz).

Coziim
_a+h _ _x
o f@ R = @)
h—0 h h—0 h
= lim — !
] (x—=1)(h+z—1)
_ o
o (@-1)

O

Ly ' (z0) notasyonlar: Newton (Isaac Newton _d. 4 Ocak 1643 — 6. 31 Mart 1727_, Ingiliz fizikci, matematikci, astronom, mucit, filozof, ilahiyatc)
tarafindan kullanilmigtir. % notasyonu da Leibnitz (Gottfried Wilhelm Leibniz _1 Temmuz 1646 — 14 Kasim 1716_ Alman matematik¢i ve filozofu) tarafindan
kullanilmistir.
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Ornek 14.8. y = f (z) =z, > 0 fonksiyonunu tirevini bulunuz ve x = 4 noktasinda tanjant dogrusunu bulunuz.

Coziim Bu sefer 2. tanimi kullanalim:

L@ VR E

= lim ViV
VAV

1
= lim

r = 4 noktasinda tanjant dogrusu icin (14.1)" den egim:

ve (14.2)" den tanjant dogrusu:

y=m(x—x)+ f(x0) = 4) 4+ V4 = —:c+1

1
1@
O

Ornek 14.9. y = f (x) = |x| fonksiyonunun (—o0,0) ve (0,00) araliginda diferansiyellenebilirdir ancak x = 0 noktasinda tirevi yoktur,
gosteriniz.

Coziim
r,x >0

rw = = 720
i Lot = fleg) o wthor
h—0+ h h—0+ h
lim fleo+h) = flxo) _ lim —($+h)—(—f):_1:>
h—0— h h—0— h

. fwo+h)— f(z0) . fxo+h)— f(x0)

hlgéi h 7 hlgélf h

oldugundan sag tarafli ve sol tarafli limit esit degildir bu yiizden Tanim 14.5’in 7. segeneginden tiirevi yoktur.
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1]‘-\

FIGURE 14.3. y = f (z) = |z| fonksiyonunun = = 0 noktasindaki tiirevi

Ornek 14.10. y = f (z) = x fonksiyonunun x = 0 noktasinda tirevi yoktur, gosteriniz.

Coziim

i O+ —FO)
h—0 h h—0

limiti sonlu olmadigindan fonksiyonun bu noktada tiirevi yoktur.

14.11. Fonksiyonun asagidaki durumlarda tirevi yoktur:
1) Késesi olan fonksiyonlar:

111
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2) Eqimi oo veya —oo olan fonksiyonlar:

3\
) R\
\ \
JII\ \
PP I 1!‘
\.
4 \.x!}* \\‘
- L \
¥ A
3) Streksizlik durumlarinda:
./ f
~, f
“u
0"\
\
/: U_
'y ] ~. o*

FIGURE 14.4. Degigimin ortalama orani

_ 14.12. Eger y = f (x) fonksiyonu xo noktasinda diferansiyellenebilir ise streklidir.
PROOF. y = f (x) fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir olsun. lim,_,,, f () = f (zo) oldugunu gosterlim.

f(x) = f(xo)+ (f(x) — f(20))
A ) Rl ) R

r — 2o
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son egitlikte x — x icin limit alirsak

f () = [ (xo)

xli)rgo f(x) = xlg?o f(xo) + xlg?o PR (x — o)
= lim f(z9)+ lim M. lim (x — zo)
f—)wo , T—T0 xr — ,f(j‘o | T—I0 P
=/ (@) = (z0) -
= f(zo)

15. Turev Almadaki Kurallar

113

Bu boliimde temel tiirev alma kurallari verecegiz. Bu kurallarin hepsi ayr1 ayr1 birer teorem olup ispatlar1 verilmeyecektir.

BB 15.1. 1) (Sabit Fonksiyonun Tiirevi) Ejer y = f (x) fonksiyonu sabit fonksiyon ise yani f (x) = ¢ ise (Agiklama)?

df d ;o
2) (Kuvvet Fonksiyonlarinin Tirevi) Ya € IR i¢iny = f (x) = 2 ise
df d

(0 — a—1 ay/ _ a—1
dx_dx(x> ax® >V (z) = ax

3) (Sabit say ile Carpma) Eger y = f (x) fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve ¢ sabit ise

d(cf) Cﬁ\/(cf)/ch/

de  dz

4) (Toplamun Tirevi) Eger fi(x), fo(x), ..., fu(x) fonksiyonlar: diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise
d(fi+tfot--+fa) dfi  df dfy

7 =+t IV (it et ) =
x dr  dx dz
5) (Carpuman Tirevi) Eger fi (x), fo (), ..., fn (x) fonksiyonlary diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise
d(fi-fofn d d df,
ST YA P S

(frforfn) = f1(fon) + 5 (frofaefa) + o+ fr (fiofoufuo1)

2f () = ¢ = limpyo LEHIIE) — iy, ce — 0

+ i
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6) (Bélimiin Tirevi) Eger f (x),g

3. TUREV

(x) fonksiyonlary diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise

(4)

_ w9 — \/(f)/— f'g—1q
dv g g) &
Ornek 15.2. Asaqidaki fonksiyonlarm tirevlerini bulunuz.
1) f(x)=38 2) f(x) =—3
4) f(x) =325 — 2x3/2+4x2 R2e+1—272 5) f(z)=a*— 1
Ny=(f (x))2 8)y=(f(z))° 5
1)y =f () = 22 1)y =f (@) = "5
19)y = f(2) = (a* + 1) (2* +2) 1)y =f(6) =2 (F+ Vo)
Coziim 1)
d d
fry=8=T - % g0
2)
o df  d ™
f0=—5= = () =0
3)
d d
1@ =B 3= 5 (V8) =0
4)
flz) = 32°—22%% + %12 —1224+1—-2?=
% = 152" — 32'% + %x — 1242377
5)
o) = ot
i 24
% = 4%34—?
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flx) = %(1’24-%):1’_1 <$2+%):>

6) 1.yol: Carpimin Tiirevi

2
- 1_ =
2.Yol: Boliimiin Tiirevi
1/, 1 (2 + 1)
f(x) = —<x +—): =
x x x
df (Q:L'—z%)x (x2+l)
dx x?
_1- %
3.Yol: Sadelestir ve Tiirev Al
1 1 1
f(x) = ;<x2+;) :x+?:>
a _ 2
dx x3
7)
y=(f@)=y=[f(@)f@)=y=Fff+ff=y=2Lf
8)
y = (F@)P’=y=,0)f@=y= ) f@+ @) (@)=
y = 2f(x).f (2).f (@) + f*(2) [ () =
y = 3f*(2) f (x)
9)
y=(f(@)" =y =nf"""(2)f (2)
10)

115
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11)
r(2®+7) +7
y = f(r)= 23/2 - x1/2
df  bxtat?— Lam 12 (a5 4 7)
dr T
12)
1+x 1—22 1
— — 1— 1) = - - _
v = f@= ()00 =St = e
, 1
Yy = —ﬁ—l
13)
y = fl@)=(+1) (" +2) =
% = 20 (2* +2) 4322 (22 + 1) = 52t + 302 + 4o
14)
1
= f(0)=2 —+\/§):2 0712 +0Y?) =
y = [0 (\/5 ( )
df ( 1, 5, 1 _1/2) 1 1
e =t/ L St/ L) [P
do 2 2 NN
15)
B34+ 7 7
y = f(t)= 2— :t2+¥:>
df 7
o 9p—
dt =5

O

ERORER 15.3. (Ters Fonksiyonun Tirevi) Eder f (z) fonksiyonu birebir, orten ve x = xo noktasinda diferansiyellenebilir ve f' (4) # 0
ise f~1 ters fonksiyonu da yo = f (1) noktasinda diferansiyellenebilirdir ve

—1 I 1
(f (yo)) a [ (x0)

Ornek 15.4. f(z) = 2 + x fonksiyonu igin (f~1) (2) tirevini bulunuz.
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Cozim
Yo = 2= +r=2=z=1=x
—1\/ o 1
(f )(2) - f’(l)
f'(x) = 52 +1=f(1)=6=
e = g

117

O

BEOReR 15.5. (Zincir Kuraly) Eger g () fonksiyonu x de diferansiyellenebilir ve f (u) fonksiyonu da v = g (x) de diferansiyellenebilir

isey=(fog)(x)=f(g(x)) bileske fonksiyonu da = de diferansiyellenebilirdir ve
(fog) (z)=f(9(2)g (x)

veya Leibnitz gosterimi ile u = g (z),y = f (u) ile gdsterirsek:

dy _ dydu
de  dudz

Composite '« g
Rate of change al
s o)) - gl

I

;
Rate of change Rite of change

—— givisgly) ——s— aigirhis sl —_
. N o= x) ¥ = Hfu)= flgx))

Ornek 15.6. Asaqidaki fonksiyonlarin tirevini zincir kuralindan faydalanarak ¢oziniz.

(a) y = (52° —a*)’ (b)y =5

(¢) flu)=F5u=g(x) =100+ x4+1= (fog) (z) =7 (d) f(z)=2%g(y) =5 +y—1h(z) =

L~ (fogoh) (z) =
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Coziim (a)

[ (u)

df
du

(fog) (2)

3. TUREV

5x3—x4:>y:u7:>

d
7u®, L 1522 — 423

dx

dy du 6 2 3
A — 1 — 4

7 (52° — 2)® (152° — 4a?)

1
= 3dr—-2=y=—-—=
U
1 du

w2 dx
dydu_ 1

dudr ~ u?

(32 —2)?

u=g(@) =10 +r+1=

u? + 1
w2 —1 du

B Ty V) RS |
(u2+1)2 dz

fg(x)) g (x)

(1022 +z+1)" -1

((1022 + 2 + 1)* + 1)

-2

5. (202 + 1)
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Flo) = aha ) = 5 = Lh () = oo
Gy dy_m oAb 1 241
dx “dy 3 Tdz 2(z2+z+1)%
(Fogoh) (@) = f(g(h())g (h()F ()
T 1 2 1
9 (h (@) 6( WHJ TSI N

(fogoh)(z)

f' (g (h(2))) g (h(z)) I (x)

= 92 f (;)24_;_1 (E 1 _|_1) _lﬂ
- 6 \vVa?+z+1 Vi +ao+1 3Va?+r+1 2(x2+x+1)%
U

Ornek 15.7. f, g diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Buna gére asaqida tabloda verilenlere gére (fog) (x),(go f) (x) tirevlerinin
r=—1,2=0,2=1,x = 2 noktalarindaki degerelerini bulunuz.

x| flz) |g(x) | [1(x) ]| g/(x)
—11 2 0 —1
0 |2 -1 12 0
T |1 |2 | -1 | -1
2 0 1 1 2
Cozim
(fog)(z) = f(9()d (z)=

(feg) (1) = f(g(-1)d(-1)=f(2)(-1)=1.(-1) =1
(feg)(0) = f(9(0)g(0)=f(-1).0=0
(feg) (1) = f(g(1)d(1)=f(2)(-1)=-1
(go f)(z) = ¢ (f(x)f (2)

(gof)'(=1) = ¢ (f(-1)f(-1)=¢'(1).0=0
(go /) (0) = ¢g'(f(0)f(0)=g'(2)2=22=4
(gof) (1) = J(fA)FQ)=3(1).(-1)=(-1)(-1)
(9o /) (2) = ¢ (F@)F () =g (0).1=01=0
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15.8. Eger [’ (z) tirev fonksiyonu diferansiyellenebilir ise

d2f df/
") = —= =L = D? )= D*f (x
£ (2) = T = T = DX () (0) = D2f (v)
fonksiyonuna y = f(x) fonksiyonunun 2.mertebeden tirevi denir. 2. tirev, fonksiyonun tanjant dogrusunun egimini verir. Ayrica bir
sonraki bolimde, 2. tirevin egrinin konveks ve konkavhginin belirlenmesinde onemli bir rol oynadiginiy gorecegiz. Benzer sekilde eger

f" (x) tirev fonksiyonu diferansiyellenebilir ise

dgf df//
" _ _ v _ D3 — DS
f@) = = S = DY) () = DA (@)
fonksiyonuna y = f (x) fonksiyonunun 3.mertebeden tirevi denir. Ve genelleme yaparsak
dnf df(n—l)
(n) = — = — n — n
§0 (@)= T =Y = D () () = D1 ()

fonksiyonuna y = f () fonksiyonunun n.mertebeden tirevi denir.

Ornek 15.9. Yy = % fonksiyonunun n. mertebeden turevini bulunuz.

Cozim
g1
dz x?
oo P2
dz? a3
y/// — @ — _E
dz3 xt
w _ dy _ 234
YT x®
N 2 1.23.n  (=1)"n!
y™ = (-1) P S |
4.tliirevden sonrasi hep sifir olacaktir. O

Ornek 15.10. y = x> — 322 + 2 fonksiyonunun ilk 4. mertebeden tirevini bulunuz.
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Cozim
Ta— %:31’2—61’
y' = %:61’—6
o %:0

4.tliirevden sonrasi hep sifir olacaktir.

16. Trigonometrik - Ters Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

Asagida Trigonometrik fonksiyonlarin tiirevi 6zellikler halinde verilip ispatlar1 verilmeyecektir.

IS 16.1.

(1) y=f(zx)=sinzx =1y = % = cos z(Agiklama)?

(2) y:f(:v):coszvzhy’:% = —sinzx

(3) y=f(z)=tanz =2 =/ = & — Coslxcos.x(;é;;i”)smx =L =sec’z=1+tan’z, 2 # (2n+1)7/2
(4) y=f(z) =cotax =222 = ¢/ = % = _Slnfsnslifl;;‘)”m” = ——— =—csc®x=—1—cot’x,x #nw
B)y=f(z)=secr=_L =y =9 = _(C;SSQH;I) = Sing st L — tangsecw,r # (2n+ 1) 7/2
6)y=f(z)=cscx=——=y = % = S — st _ st L _ oot pesca, A N
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Ters fonksiyonlarin tiirevlerini Teorem 15.3’in ozelliginden (f 1 (yo))/ = m seklinde elde ederiz. Asagida Ters Trigonometrik fonksiy-

onlarin tiirevi ozellikler halinde verilip ispatlar1 verilmeyecektir.

IS 16.2.

3sin (x + h) =sinzcos h+sin hcosx =
sin(z+h)—sinx sinx cos h4sin hcosx—sinx
h

limy, o = limy,

h
.COS T

. 1. . sin
=limy, 0 % sinx + lim
h—0

=1

N (1—2sin® 4)—1
=sinx limy_,q = + cosx
. osink o p
—=-sin z lim h lim sin — 4+ cosx = cos T
— = h—0 2
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(1) y=f(z)=arcsine =y = 4L = ﬁ, |z] < 1(Agiklama)*
(2) ny(x):arccosx:y’:%:_\/ll_?’m<1

(3) y=f(x) =arctanz = ¢ = % — 1+1m2

(4) y = f (z) = arccotr = 1y = % — _ngc2

(5) yzf(x):arcsecx:y’:%:Wﬁj‘x‘ o1

(6) y= f(x) =arccsce = 3y = % — _W%Jﬂ <1

Ornek 16.3. Asagidaki fonksiyonlarm tirevlerini bulunuz.

1) y = sin (3z) + cos (z* + 1) 2) y = tan® x + sin (32?)

3) y = (tan y/z)" 4) y = (sec6x)*”

5) y = arctan 6) y =xarccosx — /1 — z?

7)y=ava®—a?+a’arcsin®  §) y =2 —1— arcsecx

9) y=cotxcscx 10) y = arccot ()
Coztim 1)

d
y=sin3z+cos (2 +1) =y = d—y = 3cos (3z) — 2xsin (2 + 1)
x
2)
d
y = tan® z + sin (3x2) =y = d_y = 3tan® zsec® z + 61 cos (3x2)
x
3)
Yy = (tan\/f)5 =19y = dy _ 5 (tanﬁ)4sec2 xi
dx 2\/x
4)
3/2 ,_dy 3 1/2
y = (secbx)”’” =y = =35 (sec 6z) /7 (tan 6z sec 6x) 6
x
= 9tan 6z (sec 6z)%?
4y = f(z) = arcsinz = & = siny =
y/ = % - (siI}y)’ = Coéy = \/11_?,|ZC| <1
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5)
1 d 1 1
y = arctan—:>y’:_y:72<__2)
x dx 1+(%) x
B 1
14 a2
6)
d 1 -
y = xarceosx—\/l—x2iy'zézarccosx—ﬁ—i(l—ﬁ) 1/2(—256)
v,
= arccoszr — = arccos r
V1I—22 /1 —2?
7)
y = avVa? — 2% + a®arcsin © =
a
d 1 - 1 1
y = d_y:\/az—x2+x§ (a® — 2?) 1/2(—2x)+a272—
! -5
— 22 . a2
= 4/ — x4 —
“ NN
2 _ 2
= \/a2—932+7a — =Va2— 22+ Va2 — 2?2 =2Va% — a2
VaZ — 12
8)
y = Vax?—1-— arcsecx =
dy 1 —1/2 1
e o 2o P
Y i A 2| Va2 — 1
B T 1
22 —1  |x|va? -1
9)
Yy = cotxcscr =
/ dy 2
Yy = d—:—csc xcscx + cotx cot xescx
x

= —cstr + cot? x cscx
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10)

17. Logartima, Ustel, Hiperbolik ve Ters Hiperbolik Fonksiyonlarinin Tiirevi

Logaritma ve Ustel Fonksiyonlarin tiirevi asagidaki sekilde verilir:

S 17.1.

(1) y=f(z)=log,z =y = d—f = Llog, e(Agiklama)®
2 y=f@)=he=y=L=1

By=flx)=a" =y = df = a” Ina(Agiklama)®

(4) yzf(x)zexiy’zjﬁze

(5) y = (F @)Y =y = £ = (f @) (¢ (@) n f (@) +

Hiperbolik Fonksiyonlarin turevlerl asagidaki sekilde verilir.

) g (z )) (Aciklama)’

Sy = f () = log, = = y' = limy, o et Tlos, v
y' = limy o 2El) iy, e (4E)
= limy_, w — %1imh~>0 loga(ﬁl.+3)
) : h
YA
:%10 =e
° :f( )—a =z =log,y =
(a m) = (Ogay)’ = TTog, ¢ =ylog,a=a"Ina
Ty = (f (@)@ = Iny = g (@) In (f (a)) =
Y~ g/ () In f (2) + £8g () >
y’=y(g (@)l f (2) + 58 g (x )):>
y = ())‘"(”( () In f (2) + H2g (x))
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(1) y = f(z) = coshz =y = L = sinh z(Agiklama)®
(2) y=f(x) =sinhz = ¢ = jj; = cosh
(3) y=f(x) =tanhzx = ¢ = % = sec h’x
= f(x) =cothx =y = = = —csch°x
4) y=f(x) he =y =4 K2
(5) y=f(x)=sechr =y = % = —sec hx tanh x
(6) y=f(x)=csche =y = % = —csc hx cothx

Ters Hiperbolik Fonksiyonlarin tiirevleri asagidaki sekilde verilir.

S 17.3.

(1)y:f(x):arccoshx:y’:%:\/ﬁ

(2) y=f(x) =arcsinhr =y = j—m — :cé—i-l

(3) y=f(z)=arctanhr =y = L = L |z[ < 1

(4) y=f(z) =arccothr = ¢y = L = L, 2> 1
(5)y:f(at):arcsecha::>y’:j—m:_mm,0<x<1
(6)y:f(a:):arccschx:>y’:j—x:_m/llJr_2’x>0

Ornek 17.4. Asaqdaki fonksiyonlarin turevlering bulunuz.
1) y =logg (5z* + 1)
3) y = 63x2+6m
5)y=(1+a%)"
7) y = cosh (Inx)
9) y = In (sinh 3z)
11) y = x*arcsech (x

%)

Coztim 1)

e
2

8y=f(:v)=coshac:€$+2 :y:%

9y:f($):arccoshx_ln(x+\/$2—):>
1+%(m2—1)71/221
z+vz2—1

= sinh x

z2—1

— In (cosh 3xz)

, x> 1(Agiklama)®

2) y =In(cos )

4) Y= 2cos(5m)

6‘) Yy = xsin:c

8) y = arctan (tanh x)
10) y = arcsin h (tan x)
12) y = (1 — z) arctan hx

logs (5z% +1) =
dy 10z

o T
dx 5:)32+1Og36
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y = 2cos(5m) =y

y =
Iny =
y =
Yy

Yy

y/

y = arctan (tanhx) =y

3. TUREV

y = In(cosz)=
, dy —sinzx
Yy = — = = —tanx
dx cos T
d
— 63:22—1—6:2 = y/ — _y — (6:1}' 4 6) €3m2+6x
dx
_dy

== —5sin (5x) 2259 In 2

(1 +x2)x =Iny=1In (1 +x2)x =
/

xln(1+x2) :>y§:ln(1+x2)+x

) 227
y(ln(1+x)—l—1+x2)

x 222
(142?) (1n(1+x2) i sz)

2

2 = Iny =Ina™""* =sinzlnxr =

. 1
= coszxlnz +sinz— =
x

sin x
= y<cos:clnx'+ )
x

. sin x
= "7 <cos rlnz + )

X

1
y = cosh (Inx) = 3 = sinh (In ) -

! sec hx

B 1+ tanh®z

=
1+ 22



18.

10)

11)

12)

18.1. Eger x vey

ile veriliyor ise (x,y) = (f (t

). (t)
de parametre denir. Egera <t < is

PARAMETRIK DENKLEMLERI VERILEN FONKSIYONLARIN TUREVI

y = In(sinh3z)—In(cosh3zx) =

, _ 3cosh3z 3sinh3z 3 (cosh? 3z — sinh® 3z)
vy = sinh 3z cosh3zr sinh 3z cosh 3z
3 B 3 6

sinh 3z cosh 3z % sinh 6z  sinh 6z

y = arcsinh (tanx) =

y = ﬁ(l%—tanzx):\/taﬁzjtl
an’ gz

y = gz’arcsech (z%) =

1
" = 2rarcsech (z2) + 22 (—7) 2x
Y ( ) 221 — ot
2

Vit

= 2zarcsech (2°) —

y = (1—x)arctanhz =
" = —arctanh 1-—
y arctan hx + ( x)xQ—l
= —arctanhz —
r+1

18. Parametrik Denklemleri Verilen Fonksiyonlarin Tiirevi

r=f(t),y=g(t)

127

) noktalary parametrik bir egri tanvmlar. Egrinin bu denklemine parametrik denklem denir. t degerine
e (f(a),g(a)) noktasy parametrik egrinin baslangi¢ noktasi, (f (b), g (b)) noktas: da bitis noktasidar.
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Ornek 18.2. z = cost,y = sint,0 < t < 27 parametrik egrisi icin %+ y? = cos® t +sin®t = 1 olmast sebebiyle birim cemberi tanimlar.
Baglangi¢ noktasi (1,0) noktast olup saat yoniiniin tersine dogru grafik ¢izilir.

'||_||:1

y= i g =
4
$i(ve, 1)
1= ]
\/
PFil. 1)
F
i
g A
0| Stirs m

Ornek 18.4. (—=2,1),(3,5) noktalarindan gegen dogrunun parametrik gosterimini bulunuz.
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Coziim (—2,1) noktasini kullanarak parametrik denklemleri yazalim:

v = —2+at,y=1+b,0<t<1
r+2 y-—1
a b
a, ,b degerlerini tammlamak i¢in de (3,5) noktasimi kullanalim:t = 1 degeri i¢in (3, 5) noktasimi aldigindan
3 = 24+a=a=295
5 = 1+b=b=4
o halde parametrik egriyi x = —2 4+ 5t,y =1+ 4¢,0 < t < 1 ile ifade ederiz. O

. .. L o . . . o . . . . . dx
eSO 18.5. (Parametrik Tiirev Formiilii) Eger x = f (t),y = g (t) fonksiyonlar t degiskenine gére diferansiyellenebilir ve G 70
ise y fonksiyonu x e gore de diferansiyellenebilirdir ve

d
dy _
dx
dr 2
ile verilir.
Ornek 18.6. z =2t + 3,y =12 — 1 ise Z—Z turevini hesaplayinz.
de % " dr 2 2

dt

Ornek 18.7. z = acost, y = bsint, 0 <t < 27 ile verilen elipsin t = 7/4 noktasinda tanjant dogrusunu bulunuz.

@ _ Z—_?ﬁ@: bcgst
dx 4" dr  —asint
dy _ bcost V22 b
dx — —asint|,__, —av/2/2 a
av'?2 /2
x(m/4) = 5 ,?J(7T/4):7j
/2 b av/2
Uy T a2 ) T
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_ 18.8. (Parametrik 2. Tirev Formiili) Eger x = f (t),y = g (t) fonksiyonlari t degiskenine gére 2 kez diferansiyellenebilir ve
fli—f # 0 ise y fonksiyonu x e gore de 2 kez diferansiyellenebilirdir ve

d !
Py
2 dx
dx S
Ornek 18.9. z =t — 2,y =t —t3 ile parametrik egrinin 3272 turevini bulunuz.
d
1

Y = = dx =
, d (132 —6t(1—-2t)+2(1-3¢2)
@ _ Cfii _ dt ( 1-2t ) _ (1—21‘,)2
dx? dr 1—2t 1—2t
6P — 6t 42
(1—2t)

19. Kapali Fonksiyonlarin Tiirevi

Su ana kadar fonksiyonlar1 y = f (z) formunda gosterdik ki y fonksiyonu = degigkeni tarafindan acik bir gekilde tanimlanmigtir. Ve
bu tiirlii verilen fonksiyonlar igin diferansiyellenebilme kurallarini tanimladik. Ayrica bir 6nceki boliimde egrilerin parametrik olarak
da tammlanabildigini gordiik. Bu boliimde ise 3.tip fonksiyonlardan bahsedecegiz. F (z,y) = 0 formiilii ile verilen fonksiyonlara kapali
fonksiyonlar denir. ()rneéin 22 +y?—=25=0, 23+ 93— 92y =0, zsin(z +y) = 2, Zﬂ;’% = 3x seklinde verilen fonksiyonlarin hepsi
kapali fonksiyonlardir. Bu tiirlii fonksiyonlar icin de Z—z tiurevinden bahsedebiliriz ve tiirev icin agagidaki kurallar1 takip edecegiz.

(1) Denklemin iki taraftan da = degiskenine gore tiirevini alalim. (y fonksiyonunun z e gére tiirevi vardir)

(2) Z—g terimlerini bir araya getirelim.

(3) g—i terimini yanhz birakalim (¢éziim yapalim)

Ornek 19.1. y? = x fonksiyonu icin ;l—g turevini hesaplayiniz.

Coztim
d d
yo= = (y) = (@)
d d ) / /
= (1) = 7 (F @) =2f (2) f'(2) = 29y
2yy’ = lﬁy’:i:ii

2y 2\/x



19. KAPALI FONKSIYONLARIN TUREVI

Ornek 19.2. y? = x® + sin (xy) fonksiyonu igin ;l—g turevini hesaplayinaz.

Coziim

2y — -
(2y — wy cos (xy)) o
dy
dx

Ornek 19.3. (2,4) noktasy x® + y* — 9wy = 0 egrisi uzerindedir. Bu noktadan gegen tanjant ve normal dogrularim bulunuz.

Cozim

@)+ () - 9)

O halde tanjant dogrusu

= 2x + cos (zy) — dy

dx
= 2x + cos (zy) < )
y)

d
2z + y cos (zy) + xy cos (zy) d_y = —= terimlerini ayni tarafta topla

= 2% +sin(zy) =

d

dx dx

= 2z +ycos(zy) =

22 + y cos (xy)
2y — xy cos (zy)

2%+ y® — 9zy
d

32% 4+ 3y%y — 9y — 9z.y/
(3y2 — 9x) Y

y/

m

dy
dx

0=

d

%(O):>

0=

9y — 32% =

9y — 3a?

3y? — 9z

, 9% 4 — 3 x 22
y|(2’4):3*42—9*2:

d
— (2°) + — (sin (wy)) — her iki taraftan = e gore tiirev al

(ry) — y ye fonksiyon gibi davran ve zincir kuralimi uygula

4

bt

131
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ve normal dogrusunun egimi = = —3 oldugundan
m 4

de normal dogrusudur.
Ornek 19.4. 223 — 3y? = 8 kapalr formada verilen egri i¢in ;%’ turevini bulunuz.
Coziim

22° — 3y = 8=

d d d
— (22%) — — (39%) = —
) - B = @)=
d
6% — 6y.—y = 0=
dx
dy 2
/
= —= = — =
4 dx Y
d? d 2
Vo= 5= (%) — bdliimiin tiirevi
fE2
J = dy _ 2xy — 2%y _ 237?/—1'27
dx? y? y?
Ly 2
= _E (:5 — 2zy )

20. Degisimin Orani Olarak Tiirev

Daha onceki boliimlerde f fonksiyonunun x noktasindan x + h noktasina kadar olan ortalama deggim oranini

flet+h) - f(@)
h

ile ifade etmistik. x noktasindaki anlik degigim ise bu oranin limit degeri yani tiirev idi:

po F @)~ £ (@)

h—0 h

Tiirev ifadesinden yararlanarak hiz, siirat, ivime ve sarsilma tanimlarini verelim:
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20.1. Bir nesnenin t zamani boyunca yer degistirmesini s = f (t) ile verelim. Buna gére t zamanindan t + At zamanina kadar

olan ortalama hiz
f+ A~ f(t)

Vagp =
At
anlik hiz (velocity)
Cds L feA) - f )
At At>0 At
stirat (speed)
N fE+AY) - f(1)
PO T A
ivme (Acceleration)
o
dt  dt?
sarsilma (jerk)
i (t) — @ = &
I T e
ile ifade edilir.
Ornek 20.2. Asaqida yer degistirme grafigi verilen objenin hareket yond, 1. grafikte v = % > 0 oldugundan ileriye dogru hareket

etmektedir. 2.grafikte ise v = % < 0 oldugundan geriye dogru hareket etmektedir.

5= fi1 5= fln

ds — ds

di ~ dt

0 0

Ornek 20.3. Asaqidaki grafikte bir hareketlinin hiz/zaman grafigi verilmektedir. Buna gére t = 1 saniyeye kadar nesne hizlanmaktadr.
t =1 vet =2 saniyeleri arasy sabit hizla devam etmektedir. t = 2 ve t = 3 saniyeleri arast yavaslamaktadir. t = 3 ve t = 4 saniyeler:
arasy geriye dogru hizlanmaktadir ve t = 4 ve t = 5 saniyeleri arasy geriye dogru yavaslamaktadir. Yine t =5 ve t = 6 saniyeler: arast
sabit hizla devam ederken t =6 ve t =7 saniyeleri arast ileri yonde 1zlanmaya baslamaktadar.
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| 1)

MOVES FORW ARD FORWARD
(v=0 M'MN{}
v = ') (v =)
Speeds Steady Slows Speeds
up (v = const) down up
3 /s
Stunds i
still
(v =10)
L L L I (sec)
0 | 2 3 B / 5 fy 7

Circatest
speed

\

_ Speeds | Slows
up down
MOVES BACKWARD
(=1

Ornek 20.4. Galileo’nun serbest diisme kuramina s = %th yer degistimeyi vermektedir. Burada g yercekimi ivmesi g = 9.8m/s?,
olarak alinmaktadir. Buna gore hiz v = gt, iwvme a = g ve sarsilma da j = 0 olarak elde edilir. Yani serbest disen bir nesnenin aksi
belirtilmedikce sarilmasi yok sayilir. Buna gore sekilde sekilde de gosterildigi tuzere agir bir top serbest dusme hareketi yapmaktadar.
Buna gore ilk 2 saniyede aldigr yol, hiz, stirat ve ivme nedir?
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! {seconds) 5 lmeters)

$=0 . — (1

1
s = —gt? =4.9t> = s = 4.9 % 2? = 19.6metre

2
v = gt=98%2=19.6m/s
sirat = 19.6m/s

a = g=9.8m/s?

Ornek 20.5. Bir dinamit 1 60ft/s baslangic hizla patladiktan sonra bir kayay: t saniye sonra s = 160t — 16t* yiikseklige ulasmaktadar.
Buna gore (a) Kaya ne kadar yiiksege ¢ikar? (b) Kaya 256ft yikselige ulastiginda hiz,siirat nedir? (c) Herhangi bir zamandaki ivme
nedir? (d) Kaya ne zaman yere ¢arpar?
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.

Fax i:-_—} v =1
= 256 @& =1
3
. u E =H—1{2'J;—
b
400 - TN = 1600 = 166
Fd ‘l\..
/ \
" 4 "
160 - / \
/ \
¥ \\
| k| {
i 5 10
{11].\-
= e v="— = |6l —32¢
1 &) ar

(a) Kayamin en yiiksege ¢iktigr an, kayanin hizinan sifir oldugu andwr. Buna gore
ds

v = —=160-32t=0=1=5s5=
dt

s(5) = 160%5— 165> =400ft
(b) 256 ft hangi zamanda oldugunu bulalym:
160t — 16t> = 256 = 16t> — 160t + 256 = 0 = t* — 10t + 16 = 0 =
(t—2)(t—8) = 0=>t=2st=8s=
v(2) = 160—32x2=296ft/s, kaya yukar. dogru hareket ediyor
v(8) = 160 —32%8 = —=96ft/s kaya asagr dogru hareket ediyor
hiz = 96ft/s
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(c)
dv
= — = —32ft/s
a=— ft/s
(d) Kayanmin yere vurdugu an s = 0 denklemsi ile ¢ozilir. Yani

s =160t — 16> =0 = 16¢ (10 — t) =0 = t = Os, ¢ = 10s

Boylece t = 10s sonra kaya tekrar yere disecektir.

Ornek 20.6. Bir cisim bir yaya baglanarak b birim kadar ¢cekilerek salinim hareketi yaptiriliyor. Herhangi bir zamanda ki yerdegistirmesi
s = bcost olarak verildigine gore herhangi bir zamandaki hiz ve izmesi nedir?

| I

Lo Rest
[]E]H!U['II'I
| « Position at
. =1
5
s = bHcost =
95 _ 5t
v = — = —Hsin
dt
dv
a = — = —Hcost
dt

Buna gore ¢ikarilacak sonuclar soyledir:
1) Hareketin genligi 5 hareketin periyodu 27 dir.
2) |v| = 5 |sint| strat degerini en ¢okt = /2 de alwr ki s =0 oldugu baslangi¢ yeridir.
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3) Ivme, hareketin herzaman ters yéoniinde hareket eder. Cisim yukarwa dodru hareket ederken yercekimi ivmesi onu asadwa dogru
cekmeye zorlarken, cisim asagr yonde hareket ederken bu seferde yay onu geri ¢cekmeye calismaktadar.

Ornek 20.7. Tirevin ekonomiye de uygulamast mevcuttur. Ekonomide ¢ (x) ile maliyet fonksiyonunu gostermek tizere (x—birim tretim
saysin gosterir) en digik maliyeti j—; tirevi ile hesaplariz. Ekonomistler genel olarak maliyet fonksiyonunu ¢ (x) = ax® + fx? +yx + 0
kiibik polinomu ile verilir. Buna gore x radyator satildiginda maliyet ¢ (x) = x® — 62 + 152 dolar ve gelir de v (x) = 2° — 32 + 122 dolar
olarak verilmektedir. Radyator dikkaninda ginde 10 radyator satimaktadir. Buna gore 1 radyator daha fazla tretim en disik olarak ne
kadara mal olur ve bir gunde 11 radyator satilmast durumunda gelir ne kadar artar.

Oncelikle en digiik maliyeti hesaplayalim:

de
dx
d(10) = 3%10* —12% 10+ 15 = $195

= 322 - 12+ 15 =

ve gelir artisi ise
dr
dz
7 (10) = 3%10%7 — 610+ 12 = $252

= 3 —6r+12=

Ornek 20.8. Avusturyali kesis Gregor Johann Mendel (1822-188/), melezleme yonteminin ilk bilimsel ¢alismalaring yapan kisi olarak
bezelye tanelerinde pirizsiiz bezelye tanelerindeki genin frekansini p (0 — 1 arasinda) ile gostermis ve burusuk bezelyelerin geninin frekansina
da 1 — p ile gostermistir. Melezleme yontemsi ile bir sonraki tiretim bezelyelerinin plriuzsiz olmasi i¢in gerekli oran

y=2p—p’
olarak elde etmistir. Ve p nin 0'a yakin degerlerinde y degerlerinde daha fazla hassashk mevcut olurken 1'e yakin degerlerde bu hassaslk

azalmaktadyr. Bu gercgek ise fonksiyonun tirevinden kaynaklanmaktadir. Clinki fonksiyonun tirevi p =0 da 2 degerini alirken p =1 de
0 degerini alvr.

dyldp

Ornek 20.9. Sekildeki verildigi gibi bir silindir tankin icerisine bir sw konmultur ve altina da bir vana takilmastir. Vananin, silindirin
icindeki sty bosaltma orana dakikada 3000L/d dir. Buna gore simn seviyesi, ne kadar hizla asagu inmektedir.
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HI_JII:;_"

el

f

ﬂ_‘r = 3000 Ll

V. —  Swinn hacmi
h —  Swimn yiksekligi

olsun. t zamana degistikce V' ve h degerlerinde degisim meydana gelmektedir. Bu degisim soruda

av
— = —3000L/d
dt /

olarak verilmistir. h daki degisimi yani dh/dt oraminy sormaktadar. Oncelikle V ile h arasinda bir baginte bulmaluyz.

olmast sebebi ile silinidirin i¢indeki sinin hacming
V =1000  gr’h
—
bos silindiri hacmi
olarak veririz. Boylece her iki taraftan da tirev alirsak
av dh

— =1 = L/d
o 0007y o 3000L/d =
dh-_ 3
dt — wr?
Boylece sinnin yiksekligindeki degisim orani —%m/ d dwr Yani
dh 3
r=1m=—=——=-0.95493

dt P

139

1m? = 1000L



140 3. TUREV

Dakikada —0.954 93 metre veya —95.4 93 santimetredir.

dh 3
=10m = — = — = —9.5493 x 107?
" " dt m* 100 .
Dakikada —9.5493 x 1072 metre veya —9.5493 x 107" = —0.9549 3 santimetredir. Yani silindirin yaricaptr arttikca suyun bosalma

yuksekligi azalmaktadar.

Ornek 20.10. Bir sicak hava balonu belli bir noktadan yukselise ge¢meketedir. Yikseldigi noktadan bir gozlemci baktiginda 500ft ileriye
gitmistir ve agist da w/4 olarak hesaplamagtir. Yikselme agist dakikada 0.14rad/d olarak él¢ildigiine gore m/4 agisisinda iken yikselme

hizint bulunuz.
Balloon @

B _ 0.14 rad/mun
di
when # = w/4 ﬂ_.,
WV dt T
" when # = /4
Runge \‘,H 1
finder SO0 It

Oncelikle verilenleri bir gozden gecirelim:
0 agis1 gozlemcinin balon ile arasindaki mesafenin ¢izmis oldugu a¢u (degisken zamana gére )
y balonun yerden yiiksekligi (degisken zamana gore)

t zaman
500ft, /4 agisinda iken balonun ileri yonde almis oldugu mesafe (sabit)
do T dy
R — = _ = =9
o 0.14,0 = 7 =~ =
- Y _
tanf = 500:>y 500 tan 6§ =
dy 0, d0 o
prili 500 sec 9$,9—4:>

&y = 500 * sec” <z

- 4) «0.14 = 140ft/d
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Ornek 20.11. Bir polis aract sag yonliu bir kavsaga dogru kuzey yoninden yaklasirken, bir su¢lu arabast dogu yonunde kavsaktan
uzaklasmaktadir. Polis aracinin kavsaga uzaklgr 0.6mil iken suglu arabasinin kavsaktan uzaklhge 0.8mildir. Polis, araci ile su¢lu arabasinin
aract arasindaki mesafeyi dakikada 20km hizla alinacagine 6lgmiistir. Polis araci dakikada 60km hiz yapiyorsa su¢lu aracinin hize nedir?

Situation when
=08 y=06
¥ ds — 9
PO e
— = -0 2=
Sy —
" &, *
E - ]
x —suclu aracinan t zamanindaki konumu
y —polis aracinin t zamamindaki konumu
s — t zamamndaki,polis ile suclu arabasinin arasindaki mesafe
s = +y=
ds dx dy
2s— = 20— +2y— =
"t SPTIT
ds 1 xdx n dy
at — s\at " Vat
1 dx . dy
fr— R — ’Z’_ _
A /x2 -+ y2 dt J dt
dy ds
= 0.8,y=0.6, — =60, — =20 =
:I; 7y Y dt ) dt
1 dx
20 = —————=08«x— +0.6%60 | =
v0.82 +0.62 ( dt )
dx
— = 70
dt

Ornek 20.12. Koni seklinde bir tanka 9 ft® /d oraminda bir su doldurulmaktadir. Koninin tavan yarigapr 5ft ve yikseligi 10ft dir. Su
seviyesinin derinligi 6ft oldugunda, su seviyesindeki artisin hize nedir?
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4 =,
d— = 9 [1"/nun
di

51

dy

I = |
wheny =6 ht

V' — t zamandaki koninin i¢indeki suyun hacmi

xr — t zamandaki suyun bulundugu seviyedeki yaricap

y — t zamandaki suyun bulun dugu yikseklik

y=06ft=% =9ft3/d

suyun bulundugu kistmdaki koninin hacmini asagidaki formiille ifade edebiliriz:

1
V = —ma?
3 Yy
Burada hem x hem de y t zamanina baglh fonksiyonlardir ve ikisi de bilinmeyen bunu teke disiurmek i¢in koninin i¢indeki tucgendeki

benzerlikten

t_Y _Y
5710 772
Buna gore her iki trafatan tirev alirsak
L oy\2 oy’

Vo= gr(3) =T
v dy
dt 12 dt
dy 9x12 1
- = ——— =—~0.32
dt Tx3%x62 T
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21. Lineerlestirme ve Diferansiyel

Baz1 kompleks fonksiyonlar: verilen bir hata pay: ile daha basit fonksiyonlar ile yaklasabiliriz. Bu boliimde tanjant dogrusu ile iligkili
olan fonksiyonun yaklagim fonksiyonuna lineerlestirilmesi diyecegiz. Daha bagka polinom yaklagimlar1 da mevcuttur ancak bu derste
bunlara deginmeyecegiz.

21.1. Egery = f (z) fonksiyonu x = a noktasinda diferansiyellenebilir ise (a, f (a)) noktasindan gegen tanjant dogrusunu

y=fla)+ f'(a)(z—a)
ile ifade ediyorduk. Genel anlamda
L(z)=f(a)+ f'(a) (x —a)

fonksiyonu lineer bir dogru tanimlar. Ve bu yaklagim fonksiyonuna f (x) fonksiyonunun x = a noktasindaki lineerlestirmesi denir ve

ile gosterilir. L (x) fonkisyonuna f (z) fonksiyonunun x = a noktasindaki standart lineer yaklasymi denir. x = a noktasina yaklagiman
merkezi denir.

Ornek 21.2. f(z) = 1+ z fonksiyonunun x = 0 noktasindaki lineerlestirmesini bulunuz.

Cozim

L(z) = f(0)+f(0)(x—0)
1
bt 2V1+x xZOI

e
= 1+ =
T3

1+ ~ V1+z,2 =0 civarinda

N8

fonksiyonun lineerlestirmesidir.
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1.0 -/

0.9 1
=01 L] 0.1 0.2

x fl)=Vitx L(z)=1+3 |f (x) = L (z)]

02 [VI+02=10954 [1+%2=11 [1.0954 — 1.1] = 0.004 6

005 |vV14+0.06=1.0247 [1+%5 =1.025 |[]1.0247—1.025] =0.0003

0.005 | v/1+0.005 = 1.0025 | 1 + 2995 =1.0025 | [v/1 +0.005 — 1 + 205] = 4.9969 x 10~°

O

- 21.3. Her zaman icin verilen noktadaki lineerlestirmeyi kullanmaliyiz. Herhangi bir noktadaki lineerlestirme tim noktalar icin
dogru lineerlestirme degildir. Ornegin yukardaki rnekte x = 3 noktasidaki lineerlestirmeyi sormus olsayds

L(x) = fB3)+[f(3)(x—3)

1
- 24— - r—3
2\/1+$x—3( )
r—3
= 24 =
5 ,
Z+Z ~ V1+xz,z=3 civarnda

demeliyiz. x = 3 noktasindaki lineerlestirme i¢in 1 + 5 lineerlestirmesini kulanamayiz.
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_ 21.4. x = 0 noktasinda (1 + x)k ~ 1+ kx oldugunu gésteriniz ve bu ifadeden faydalanarak

1
~ 1
1— +x
5
V1451t ~ 1+§x4
1 1
~ 14 —2?

V1—22 - 2

oldugunu gosteriniz.
21.5. y = f (z) fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. dy diferansiyeli
dy = f (z)dx

ile tanvmlanir burada dx diferansiyeli bagimsiz degiskendir.

Ornek 21.6. y = a° + 37x,y = tanx fonksiyonlar icin dy diferansiyelini bulunuz.
Coziim
dy = (5:54 + 37) dx

dy = sec’zdx

21.7. Egery = f (z) fonksiyonu x = a noktasinda diferansiyellenebilir ve dx yeterince kigik bir degisim ise
fla+dr)~ f(a)+dy

ifadesine diferansiyel yaklasim denir.

Ornek 21.8. Bir cemberin yaricapr v = 10m den 10.1m ye ¢ikartildiginda alandaki degisimi hesaplayiniz.

Coziim Diferansiyel yaklagim kullanarak bulalim:
A = m?=dA=2nrdr=1r=10,dr =0.1 =
dA = 2710%0.1 = 27m* =
A(1040.1) ~ A(10)+dA = 7 (10)* 4 27 = 1027m?

Gercek alan ise
A(1040.1) = (10.1)* 7 = 102. 017m?

145






CHAPTER 4

Tiurevin Uygulamalar:

22. Fonksiyonun Ekstremumlari

22.1. AC IR, f: A — R sirekli bir fonksiyon olsun.

1) ¢ € A olsun. |x —c| < 0 sartine saglayan Yr € A igin f(x) < f(c) kosulunu saglayacak sekilde bir &6 > 0 sayise mevcut ise f
fonksiyonu ¢ noktasinda yerel (lokal) maksimuma sahiptir denir.

2)d € A olsun. |r —d| < § sartim saglayan Yx € A i¢in f(d) < f(x) kosulunu saglayacak sekilde bir & > 0 sayisi mevcut ise f
fonksiyonu d noktasinda yerel (lokal) minimuma sahiptir denir.

3) Yerel maksimum ve yerel minimum degeri birden fazla olabilir ve bu degerlere fonksiyonun extramumlar: veya extramum degerleri de
denir.

4)Vx € Adgin f(x) < f(p) kosulunu saglayacak sekilde bir p € A mevcut ise f fonksiyonu p noktasinda mutlak (global) maksimuma
sahiptir denir.

5)Vx € Aigin f(r) < f(z) kosulunu saglayacak sekilde bir r € A mevcut ise [ fonksiyonu r noktasinda mutlak (global) maksimuma
sahiptir denir.

6) Fonksiyonun mutlak maksimumu, ayni zamanda yerel maksimum degeridir ama tersi dogru degildir yani yerel maksimum degeri
mutlak maksimum olmayabilir.

7) Fonksiyonun mutlak minimumu, ayni zamanda yerel minimum degeridir ama tersi dogru degildir yani yerel minimum degeri mutlak
minimum olmayabilir.

147
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& Jr
mutlak maks.
yerel maks.

yerel maks.

yerel maks

-
e P

yerel min.

mutlak min.
yerel min.

_ 22.2. (Ekstremum Teoremi) Eger f fonksiyonu |a,b] kapaly araliginda siirekli ise bu aralikta M mutlak maksimum degerini ve
m mutlak minimum degerini alir yani 3z, € [a,b], f (1) = M, 3xy € [a,b], f (22) = m.

(xa. M)
e
/ A .
/“ v = f{x) e
/ v J % fix)
/ M —
/ i
g X v I
X X
a Xy \ J/ h “ i
N |Jrr| ’d i i
\ / MMaximuom and minimum
s al endpoints
1%y #me)

Maxmum: and mintmum
al interior points

o

7™ 4
; N\ = fix) /
/ \ /
/ \ /
/ v = i) /
M C .// W
. i
. e
‘Jll 1 | o
X X
d Na b a X h
Muximum al interior poinl, Minimum al interior poinl.

minimum al endpoint maximuem al endpoinl
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_ 22.3. (Lokal Extremumlarin bulunmast i¢in 1. Tirev Teoremi) Eger [ fonksiyonu, ¢ i¢ noktasinda lokal maksimum veya lokal
minimum degerini aliyorsa ve bu noktada fonksiyon turevlenebilir ise

fe)=0

Loeal maximum value

= V=T
- - [REN
&
A \x
Vi b
' %
Y
4 !
_.".. %
1'\.
Secant shopes = 1) Secant slopes = ()
inever negalive) [ mever positive)

gRvalig 22.4. (Kritik Nokta) ¢ bir i¢ nokta ve f'(c¢) =0 veya f'(c) tamimsiz ise ¢ noktasina kritik nokta denir.

22.5. Surekli bir fonksiyonun kapaly bir aralikta mutlak maksimum veya mutlak minimum degeri asagidaki yontemle bulunur:
1) Tim kritik noktalardaki ve araligin sol ve sag ugtaki degerlerini hesaplayiniz.
2) Hesaplanan bu degerler arasinda en biyik ve en ki¢ik degeri alinaz.

Ornek 22.6. f (r) = 2% x € [-2,1] fonksiyonunun mutlak maksimum ve minimum degerini bulunuz.

Coziim 1. Once kritik noktay: bulalim:

f'(r) = 2x=0= 2 =0— kritik nokta
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2. x = 0 kritik noktasinda ve z = —2 sol u¢ noktada ve z = 1 sag u¢ noktada degerleri hesaplayalim:
f0) =0
f(=2) =
f (1) 1
Bu degerlere gore 0 en diisiik 4 en yiiksek degerdir. O halde x = 0 da fonksiyon 0 mutlak minimum degerini alirken 2 = —2 de 4 mutlak
maksimum degerine ulagir. 0

Ornek 22.7. f(t) =8t —t*,t € [-2,1] fonksiyonunun mutlak maksimum ve minimum degerini bulunuz.

Coziim 1. Once kritik noktay: bulalim:

f'(t)=8—4t> =0 =2 = V2> 1— kritik nokta degil aralikta olmadigindan

2. ©x = —2 sol u¢ noktada ve x = 1 sag u¢ noktada degerleri hesaplayalim:

f(=2) = 8x(=2) = (-2)" = 32
fF) = 8x(1)—(1)' =7

Bu degerlere gore —32 en diigiik 7 en yiiksek degerdir. O halde x = —2 da fonksiyon —32 mutlak minimum degerini alirken z =1 de 7
mutlak maksimum degerine ulasir.



22. FONKSIYONUN EKSTREMUMLARI 151

Ornek 22.8. Kupdan 12mil uzakliktaki bir sondaj makinesi, kwyya 20mil uzaklikta olan bir rafineye bir boruyla baghdir. Su altindaki
borunun 1mil maliyeti 500.0008% iken karadaki burunun 1 mil maliyeti 300.000% olarak hesaplanir. Buna gore en distik maaliyeti elde
etmek i¢cin boru nasil désenmelidir?
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h'Rig

SuAlti

Refinery

: oot

0 Kiyr Seridi

Coztim (a) Su altinda en az boru dégenmesi durumunda Toplam Dolar Maliyeti:

Maliyet = 12 (500000) + 20 (300000)
= 12000 000%

(b) Tiim borunun su altinda dégenmesi durumu:

144 + 400

Refinery

20

Maliyet = /144 + 500 (500000)
11 661 900%

(a) planmma gore daa diigiik bir maliyet ortaya gikmaktadir. Peki daha diigiik bir maliyet bulmak miimkiin miidiir? Evet ikisinin arasinda
bir yol:



22. FONKSIYONUN EKSTREMUMLARI 153

4 Rig

12 mi

Refinery

= —

— 2=y W

20 mi

= 1224 (20—y)° =

r = \/144+ (20 — y)?
Maliyet = 500 0002 + 300 000y

= 500 000\/ 144 + (20 — y)? + 300 000y

d 1 .
- (Maliyet) = 500000 - (144 4 (20 - y)°) Y2920 — ) (~1) + 300000
Y

_ 20 —
_ ZH0000020 = y) | 0000

\/144 + (20 —y)°
d

d—y(Maliyet) = 0=

500000 (20 — )

5

= 300000 = 2 (20 —y) = \/144 +(20—y)? =

\/144 + (20 —y)°
25

16 4
5(20—y)2 = 144+(20—y)2:»5(20—31)2:144;»5(20—31):112#

y = 11 veyay =29
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y = 29 olamaz ¢iinkii sahil seridi uzunlugu zaten 20mil idi. Buna gore y = 11 i¢in 2 = 15 elde ederiz. O halde

Maliyet = 500000z + 300000y =
500000 * 15 4 300000 * 11
= 10800000

yani en diigiik maaliyet 10800 000 dir. O

23. Ortalama Deger Teoremi

BB 23.1. (Rolle Teoremi) Eger f (x) fonksiyonu [a,b] arahginda sirekli ve (a,b) arahginda diferansiyellenebilir ve f (a) = f (b)
kosulunu sagliyorsa

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktast mevcuttur.
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ficy =10

i) I.'II i |

la)

Ficpp=10
_.-".'_\-"‘\._ _II .“.1 ¥ i ﬂ_!;__.-'
.'r. .K ;

o,

-

ficy =10

™
\ v = fix)
IlI
\

.*‘.

5

Ol fa €y €

L

.
i Wy
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23.2. Rolle Teoremi, fonksiyonun kapalr aralikta sirekli olmasi ve a¢ik aralikta diferansiyellenebilir olmast durumunda gegerlidir.
Bu kosullardan biri saglanmazsa tirevin sifir olmast beklenemez.

\
krm / )

. £

A
[\ y= fix)
{ \

/T/.-' | \_\‘.\\

q

Ornek 23.3. f(z) = %3 — 3z fonksiyonunun [—3, 3] araliginda kritik noktast oldugunu Rolle Teoremini kullanarak bulunuz.

b [ a g B

a xy b
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Coziim f (x) = %3 — 3z fonksiyonunun [—3, 3] araliginda siireklidir ve f’(z) = 2% — 3 diferansiyeli mevcuttur. f(=3) = f(3) = 0

oldugundan Rolle Teormi geregi f’(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ noktast mevcuttur. Gergekten de
fliz) = 2°-3=0=>2=+V3=>
F() = () -0

1 III i ilﬂ-. = A
= O i3

| \ '

[ \ [

| ',I I|

| \ f

| I

I \ /
f f
| '

(W3,-2v3)
U
BB 23.4. (Ortalama Deger Teoremi) Eger f (z) fonksiyonu [a,b] aralginda sirekli ve (a,b) aralginda diferansiyellenebilir ise
f(b) = f(a)
/ —
f (C) - b —a

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktast mevcuttur.
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, Tangent paralle] w chord

slope fle) =~ @ X
/ ’ (b)Y — fla)
S h[ﬂlx- f—,f:
_-"I =4
Af
o >
“ il ™ il [} II.I

= _ - p P _ » [2)=1(0) _ »
Ornek 23.5. f(z) = x? fonksiyonu [0,2] arabginda sireklidir ve f'(x) = 2z, (0,2) arahginda mevcuttur. S=5=522 = 2 olmak tizere

f'(x) =2 olacak sekilde bir nokta mevcuttur. Gergekten de [’ (x) = 2z = 2 = = = 1 noktasinda fonksiyonun egimi 2dir.
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i
Bi2. 4)
4l
. Jr'
1
I."I'l. = X~
2F x'f
/
|- il.1)
| —
A0, ) | 2

Asagida Ortalama Deger Teoreminin bazi 6nemli sonuglar: verilecektir.

- 23.6. (Sufur Tiirevli Fonksiyonlar sabir fonksiyonlardir) Eger (a,b) araliginda f'(x) =0 ise f(x) = C sabit fonksiyondur.

23.7. (Aym Tireve sahip fonksiyonlar bir sabit kadar farklhilik gosterirler) Eger (a,b) arabgnda f'(z) = ¢ (z) ise f(x) =
g(z)+C dir.
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'|-'=.l_1+ L 1 i

()

f(r) = —cosx+c=
—cosO+c=c=3
f(z) = —cosx+3
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Ornek 23.9. I yiiksekliginden serbest diismeye birakilan bir cismin ivmesi 9.8m/s* olduguna gore cismin hiz ve yer degistirmesinin
fonksiyonunu bulunuz.

a = 98=
v(t) = 9.8t+c
v(0) = 0=c=0=
v (¢ 9.8t

)

)

)

) = 98x—+c¢
) = h=c=h
) = 49 +h

24. Monoton Fonksiyonlar ve Birinci Tiirev Testi

24.1. 1) x <y oldugunda f (z) < f(y) saglanmyorsa f fonksiyonuna artan fonksiyon

2) x <y oldugunda f(x) > f (y) saglamyorsa [ fonksiyonuna azalan fonksiyon denir.

Diger bir deyisle fonksiyonun grafigi soldan saga dogru yukseliyorsa veya artiyorsa fonksiyona artan; soldan saga dogru disise geciyorsa
ya da azahyorsa azalan fonksiyondur.

Artan ve azalan fonksiyonlara kisaca monoton fonksiyonlar denir.

- 24.2. f (z) fonksiyonu |a,b] aralginda sirekli ve (a,b) araliginda diferansiyellenebilir olsun.
1) Vx € (a,b) igin f'(x) > 0 ise f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda artan fonksiyondur.
2)Vx € (a,b) i¢in f'(x) <0 ise f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda azalan fonksiyondur.
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=3
1
i wr X
4=
Funiction | ' Functin
decreasing [ increasing
¥ |- j
v 2= ) \ - v ]
! T, P | .
-2 -] 0™ | 3

Ornek 24.3. f(z) = 2% — 122 — 5 fonksiyonunun kritik noktalarin bulunuz ve artan ve azalan oldugu araliklar, bulunuz.

Coziim
fl(x) = 32°-12=0= 2 = £2
| Aralik | o0 «— —2 | —2+—2 [2++— |
| /' inisareti || +(isaret degistir) | —(isaret degistir) || +(tiirevin en biiyiik derecesinin isareti ile bagla) |
| / nin davramg | 7 artan | \/ azalan | artan |

Ornek 24.4. [ (z) = 32" — 423 + 12 fonksiyonunun kritik noktalarini bulunuz ve artan ve azalan oldugu araliklar bulunuz.

Cozim
f(r) = 122° =122 =0 = 1227 (z — 1) = 0 = 25 = 0(cift kat kok), x5 = 1
| Aralik | —c0 «— 0F [0F «—1 [1+— o0 |
| f in isareti | —(ayn isarette kal) || —(isaret degistir) || +(tiirevin en bilyiik derecesinin igareti ile basla) |
| / nin davramg || \, azalan |\ azalan | artan |

161
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Ornek 24.5. f(x) = xsinz + cosz fonksiyonunun [0,27n] araliginda kritik noktalarine bulunuz ve artan ve azalan oldugu araliklar:
bulunuz.

Cozim
f'(x) = sinz+xzcosxr—sinx =mxcosw = 11 =019 = g,ﬂfg = 3;
x € 0,27 oldugundan x > 0 dir bu yiizden cosz in igaretine baksak yeterli olacaktir!
[ [0 [ o [T o]
[finisareti [+ = [+ |

H f nin davranis H /" artan H N\, azalan H /" artan H

O

BB 24.6. (Lokal Ekstremum degerleri i¢in 1.Tirev Kural) f (x) fonksiyonu [a,b] aralginda sirekli ve (a,b) arabiinda diferan-
siyellenebilir olsun ve. ¢ noktasy f (x) fonksiyonunun bir kritik noktasi olsun. Soldan saga dogru hareket ederken
1) f"in isareti ¢ noktasinda negatiften pozitife dogru degisiyorsa ¢ noktasy f fonksiyonunun lokal mininmum noktasidar.

| Aralik [c—c—c|cs—c+e |
[t E H
H f min davranis H N\, azalan H S artan H
| | \\[=] " lokal minimum |

2) f"in isareti ¢ noktasinda pozitiften negatife dogru degisiyorsa ¢ noktasi f fonksiyonunun lokal maksimum noktasudur.

| Aralik [c—e«—c]ce—c+e |
| f in isareti |+ | — |
H f nin davramis H A artan H N\ azalan H

H H‘ ]\ lokal maksimum H

3) ' in isareti ¢ noktasinda degismiyorsa yani ¢ nin her iki yaninda da pozitif veya negatif ise ¢ noktas f fonksiyonunun lokal ekstremumu
noktasi degildir.

| Aralik [c—c+—c|cs—c+e |
| [/ in isareti | + |+ |
| f nin davramg | 2 artan || 7 artan |

H ‘H =1 ekstremum deger yok H
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| Aralik [c—c—c|cs—c+e |
H f"in isareti H — H - H

H f nin davramis H N\, azalan H N\, azalan H
l | \([=1 \ eékstremum deger yok ||

Ornek 24.7. f (z) = 23 (x — 4) fonksiyonunun kritik noktalarma bulunuz ve artan ve azalan oldugu arahklary bulunuz.

Cozim
f(x) = %x_wg (x —4) + 23 = ;ig (x —1) =0 = x12 = 0(¢ift kat tammsilik noktasi), x5 = 1
T3
| Aralik | —oc0 «— 0F [0F «—1 [1+— o0 |
| /' in isareti | —(aym isarette kal) | —(isaret degistir) || +(tirevin en biyiik derecesinin igareti ile basla) |
| f nin davrams || \, azalan | "\ azalan | artan |

l [ [\« ekstremum deger yok N[=] " lokal minimum H
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25. Konkavlik ve Egri cizimleri

Bir onceki boliimde fonksiyonun artan mi azalan mi oldugu, kritik noktalarimin bulunmasi ve lokal maksimum ve lokal minimum
degerlerinin bulunmasinda 1.tiirevden faydalandigimizi gordiik. Bu boéliimde ise 2.tiirevin, fonksiyonun grafiginin g¢izimindeki roli ve
fonksiyonun doniim ve biikiim noktalar1 hakkinda nasil bilgi verebilecegini gosterecegiz. Bu bilgilerin tamamini kullanarak bir fonksiy-
onun grafigini rahatla cizebilecegiz.

25.1. (Yukar konkav-Asagi konkav fonksiyonlar) f (x) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli fonskiyon olsun. Eger fonksiyonun
herhangi iki noktasiny birlestiren kiris daima grafigin tzerinde kalwyorsa f fonksiyonuna yukari konkav (yukar: biikey - konveks), eger
kiris daima grafigin altinda kalworsa f fonksiyonuna asagr konkav (asagu biikey- konkav) denir.

25.2. f(x) fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f', I araliginda artan ise f fonksiyonunun grafigi yukar:
konkavdar.

i /
y = x? Fi \%& Tk &/

a) \
2 A%

T
'y
&7 [ increases =0\ S yiEa

[ decrenses (.-'_’:".‘J 5 | \.H § 1 2 :

BB 25.3. (Konkavlik icin 2. Tirev Testi) f (x), I aralginda 2-kez diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
1) Eger I arabgmda f" (x) > 0 ise [ fonskiyonu I araliginda yukary konkavdar.

[ ()
v

0

— —
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2) Eger I araliginda f" (x) < 0 ise f fonskiyonu I araliginda asagr konkavdar.

f" (@)
A
0

—

Ornek 25.4. y = 23 egrisi icin v’ = 6x ve x € (—00,0) i¢in y" < 0 oldugundan (—o0,0) araliginda asagi konkavdur ve x € (0, 00) i¢in
y" > 0 oldugundan (0,00) aralginda yukary konkavdar.
y = x? egrisi i¢in y" = 2 > 0 oldugundan (—o0, 00) aralginda yukar, konkavdar.

— |
f'decrenses = U 2 &1 0 1 2
S
S
S

e
Ja

Ornek 25.5. y =3 +sinz egrisinin [0, 27| araliginda konkavlhigini inceleyiniz.
Coziim
y=3+sinr =y’ = —sinz

olup [0, 7] araliginda y” < 0 dir yani agag1 konkavdir ve [r, 27| araliginda y” > 0 dir yani yukar: konkavdir.



166

4. TUREVIN UYGULAMALARI

y= 1 + sinxy

O

25.6. f (z) fonksiyonunun yukar: konkavlhktan, asagr konkavhga gegtigi ve sirekli oldugu noktaya donim (bikim) noktasy denir.
Déontim noktasinda " = 0 veya f” tanimsizdar.

Ornek 25.7. f(z) = 2% — 32 — 4z — 12 fonksiyonunun yukarr ve asagr konkav oldugu aralklar: bulup doniim noktasin elde ediniz.

Coziim

Ornek 25.8. f(z) = 2* fonksiyonunun yukars ve asagr konkav oldugu aralklar: bulup doniim noktasin elde ediniz.

fx) = 2° =32 —40—12=>
f'(x) = 32° -6z —4=
f"(z) = 6z—6=0=a2=1

| Aralik [—0+—1 [[1+— |
| /7 inisareti || — | + |
| f nin davramg [| asag: konkav || yukar konkav ||

| | 1 déntim noktasy |




Cozim

Ornek 25.9. f(x) = 23 fonksiyonunun yukar, ve asagr konkav oldugu araliklar: bulup déniim noktasina elde ediniz.

Cozim

25. KONKAVLIK VE EGRI CIZIMLERI

f(x) = a'=

fl(x) = 42° =

f"(x) = 1227 = 0 — cift kat kok

| Aralik | —co «— 0F [0t «— o0 |
| f” inisareti || +(isaret aym kalr) [ + |

N

| / nin davramg [| yukar1 konkav | yukar konkav |

| | doniim noktasi yoktur |

L 3
-

flz) = 2=
fla) = s
f”(l’) _ —21’_5/3

9

167
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1" (z) fonksiyonu = = 0 noktasinda tammsizdir:

| Aralik [-0¢—0 [0+— o0 |
| /7 inisareti || + | — |
H f nin davranisi H yukar1 konkav H agag1 konkav H

I | 0 doniim noktas: |

v does nol -~ B4

exisl, ~

1|_,

BB 25.10. (Lokal Ektremum dejerleri i¢in 2. Tiirev Testi) f (), I arahginda stirekli bir fonksiyon olsun.
1) Eger f'(¢) =0 ve f"(c) > 0 ise f fonskiyonu ¢ noktasinda lokal minimuma sahiptir.
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@ e
= local mun

F1Gure 25.1. f'(¢) =0ve f"(c) >0

2) Eger f'(c) =0 ve f"(c) <0 ise f fonskiyonu ¢ noktasinda lokal maksimuma sahiptir.
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FF=0,f"<0
=+ local max

FIGURE 25.2. f'(¢)=0ve f"(c) <0

3) Eger ' (c¢) =0 ve f"(c) = 0 ise f fonskiyonu ¢ noktasinda ya lokal maksimuma, ya lokal minimuma sahiptir ya da higbirine sahip
degildir.

25.11. f" ve f" fonksiyonlar: ile birlikte fonksiyonun kritik noktalari, artan ve azalan oldugu araliklar, konkavhigini ve dénim
noktalarin elde edebiliriz. Boylece bu bilgiler 1s1ginda bir fonksiyonun grafigini ¢izebiliriz. Bunun icin asagidaki adimlar takip edecegiz:
1) f fonksiyonun extremum degerlerini bulacagiz.

2) f fonksiyonunun artan ve azalan oldugu aralgi(veya araliklar) belirleyecegiz.
3) [ fonksiyonunun grafiginin yukar veya asagr konkav oldugu araliklary belirleyecegiz.
4)f fonksiyonunun asimptotlarina belirleyecegiz
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5) [ fonksiyonun kabaca grafiginin seklini ¢izcegiz.
6) [ fonksiyonun lokal maksimum lokal minimum ve déniim noktalarinda gercek grafigini ¢izecegiz.

Ornek 25.12. f () = 2* — 423 + 10 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim

fx) = 2*—42*+10=
42 — 1222 =0 = 42® (r —3) =0 = 115, = 0,73 = 3
ffx) = 1222 242 =0=12v (v —2) =0= 2, = 0,79 = 2

=
=
Il

| Arahk [ —00 «— 0 [0<—2 [2+—3 |3 — o0 |
| [/ inisareti [ —(cift kat kok) | — = | + |
| f nin davramg || \, azalan |\ azalan | \/ azalan | artan |
[ " inisareti [+ = |+ [+ |

| f nin davramg [| yukar1 konkav— | Asag: konkav~ [| yukar1 konkav— [ yukar1 konkav— ||

| | 0 déniim noktas | 2 doniim noktas:

lim f(x) =00, lim f(x) = —o0,yatay,diisey ve egik asimptot yok!
T——00

T—00
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20

15

Inflection 1

Creneral shape.

v=a'=4 + 10

k.

i, 1)

pol sk
| 1 | I | -
=] {) | 2 3 4
=5 Inflection & (21 =6)
~10 | point
15k
(3. =1T)
-0 |-
Local

MR
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Ornek 25.13. f(z) = (ﬁrif fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim
fx) = 2 —42° +10=
2y 2 09,2
fl2) = 2(x+1)(1+2°) 22x(x+1) _ 2 2x2:O:>2—2x2:O:>x1:—1,x2:1
(1+ 22) (14 22)
f@) = (2-22%) (14 xz)_Q =
f(x) = —dz(1+ :1:2)_2 + (2 —22%) <—2 (1+ :1:2)_3 2:1:)
—4x (2—22?)4x  —dx(1+2%) —(2—22?) 4z 4z (2 —3)
- - - - — 0,19 = —/3, 25 = /3
11222  (1+a22) (1+22)° A2 oo 73 = V3
| Aralik | —coc— VB[ -VB3«— -1 -1+-0]0+—1[1+— V3] V3= ]
[/ inisareti [ - = |+ [+ = = H
|/ nin davrams || N\ [ [ [~ | | |
T E [ . R E—
|/ nin davramg || ~ = = [~ = = |
H ‘H —+/3 déniim noktast H 0 doniim noktasi H v/3 déniim noktas H
(z+1)°

lim f(z) = lim

T—00 z—o00 1 —+ {)j'2

Payday1 tanimsiz yapan deger olmadigindan diigey asimptot yok!ve egik asimptot yok!

= 1 — yatay asimptot
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} Porml of inflection
. g
where y = W 3
{:2) 7

T p i Fi
f

58 ¥y =
| Huorzontal

|
S— fl asymphoe

N 5
BNY I i
F = |

Point of inflection
wherey= =V 3

25.14. Turevden, fonksiyonun grafigi hakkinda asagidaki sonuclar: elde ederiz.

1) f diferansiyellenebilir ise grafik piirizsiz,baglantil, yikselme veya al¢alma gdsterir

2) f' > 0 ise grafigi soldan saga dogru artandwr ve dalgalanma gdsterebilir.

3) [ <0 ise grafigi soldan saga dogru azalandwr ve dalgalanma gdsterebilir.

4) " > 0 ise grafigi yukary dogru konkavdur dalgalanma gostermez ya yiikselme gdsterir ya da algalma.
5) f" <0 ise grafigi asagr dogru konkavdur dalgalanma gostermez ya yiikselme gosterir ya da algalma.
6) f" in isareti degisiyorsa dénim noktasi vardur!

7) ' in isareti degisiyorsa grafiginde ya lokal maksimum ya da lokal minimum degeri vardar.

8) f'=0,f" <0 ise grafiginde lokal maksimum vardur.

9) /=0, f" >0 ise grafiginde lokal minimum vardr.
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— s

fﬂ\/ / \

e,
Differentinble = v > 0 = rises from v ) =2 falls from
smooth, connected: graph left 1o right: left o right:
may rvise and fall may be wavy may be wavy

AN PN s

¥" chianges sign

¥ 2> ) = concave up v < ) = concave down Inflection point
throughout: o waves: graph | throughiut; no waves,

may rise or fall graph may rise or fall

A\ Fi
/5\\ - '\ ¢/ \ \ /{f
. \ “~u—/ \ N

v' changes sign = graph ¥'=10 and y* =0 ¥'=10 and ¥" >0
hias local maximum or kocal al a point: graph has al @ point, graph has
miinmuem liveal maximum local minimum

Ornek 25.15. f (r) =x+ % ve f(x) = |x + %’ fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Coziim

1
f"(x) = 2— = r =0 tammsizlik noktas
T
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| Aralik [-c0c¢— -1 [-1+—0 [0+—1 [1+— o0 |
[/ inisareti [+ = = [+ |
H f nin davranis H /" artan H N\, azalan H N\, azalan H /" artan H
[f7inisareti [ — = |+ [+ |

H f nin davranis H Asagr konkav—~ H Asag1 konkav—~ H yukar1 konkav— H yukar1 konkav— H

| | 0 déntim noktas |

1 1
x egik asimptottur, lim f(x) =x+ — = oo, lim f(z) =z + — = —o0 oldugundan = = 0 diigey asimptot
xz—0t X x—0~ x

1
lim f(z) =x+—=00, lim f(z)=204+—=—-00
Z—00 T T——00 €T

'_"]. _}"‘.
it S0 1 X
l‘}ldj
— 9
F i
\ |
y=X 4 —

y = | f (x)| fonksiyonunun grafigi ¢izilirken énce f (z) fonksiyonunun grafigi ¢izilir 2 ekseninin tistiinde olan pargalar aynen birakilirken
altindaki pargalarin x eksenine gore simetrigi alinir. Buna gore fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir.
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=X i E ' 8
¥ b ¢ L y=X
g )
_'EI ‘.n . i i
st e ] X

Y
X

_}?=

x+1 . vl . Lo
= fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Ornek 25.16. f(z) =e
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Cozim

fla) = % =
fllz) = e+ (—%) < 0= devamh azalan
fla) = & (—%) =
o = e (g) () e ()
. (1 2 . . 1
R + S =e= 0 tammsizlik noktasi (¢ift kat kok), x = ~3
| Arahk [ -0 +— -1/2 [ -1/2+—0 [0— o0 |
LS in isareti || — [ - = |
| f nin davramg || \, azalan | "\ azalan |\, azalan |
| f” inisareti [| — | +(cift kat kok) [ + |

| f nin davramg || Asagr konkav~ || yukar1 konkav— [ yukar1 konkav— ||

| | 0 déniim noktasy |

lilrgl+ f(x)=e+ =o0, oldugundan = = 0 diisey asimptot
z—

1i — e =0

Jim £ (@) =™ =0,

lim f(x) = e = e, lim f(x)= et =e yatay asimptot
T—00 T—r—00
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$y
........................ s
= fo=
Q2 X

0 z—1 . U e e e
Ornek 25.17. f(z) =In 7 Jonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
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Cozim

4. TUREVIN UYGULAMALARI

x—1 z—1 . .
f(z) = lnijl = po >0=z< -1,z >1= (—00,—1)U(1,00) tanim kiimesi
r—1
f(x) = lnx+1 =In(zx—1)—In(z+1)
Lt 2 =0=x=—-1lxs=1%¢ ik nokt
pr et x1 = —1, 19 = 1 tammsizlik noktasi
2
f(x) = R > 0=
ff(z) = —2(2* - 1)_2 2
- —< 24x1)2 =0=2=0, 21 = —1, 2y = Itammsizhik noktas: (¢ift kat kok)
22—
| Aralik [—0¢— -1 [-1+—=0[0+—1 [[1+— 0 |
| f nin tamm kiimesi || Tanimh | Tammsiz || Tammsiz | Tammh
|/ in isareti |+ | Tammsiz || Tammsiz || + |
| f nin davramg | ~ artan | Tanumsiz || Tammsiz || artan |
| /" in isareti = | Tamimsiz || Tammsiz || — |
| f nin davramg | Asag konkav~ || | | Asag: konkav~ ||
xli)rgl f(x)= xli)rgl In i :L = %% oldugundan x = —1 diigey asimptot
lin} f(x)= lirri In z; = 00, oldugundan z = 1 diisey asimptot
z— z—
lim f(z) =1In rob 0, lim f(x)=1In AL 0 yatay asimptot
T—00 T+ T—r—00 r+1
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Jh}l
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26. Belirsiz Sekiller ve L’Hopital Kurali

Bir f fonksiyonun x — a i¢in limitini aldigimizda belirsiz sekiller denilen

0
=, f’ 00 — 00, 0.00, 0%, 00?, 1°°
0 oo
ifadelerinden biriyle kargilagabiliriz. Bu tip limitler L’Hopital Kurali olarak bilinen bu kural Fransiz matematik¢i Guillaume de I’'Hopital
tarafindan verilmistir.

26.1. % Belirsiz Sekli. Eger f (x) ve g (z) fonksiyonlar siirekli fonksiyonlar ve x = a noktasinda sifir degerini aliyorsa lim, ., %
limiti 8 ifadesini alir ki anlamsiz bir ifade olup hesaplanamaz. Bu ytlizden % ifadesine belirsiz gekil denir. Bazen (her zaman degil) bu
belirsiz sekilleri, pay ve paydada diizenlemeler yaparak, sadelestirmeler yaparak ve bazi cebirsel hileler yaparak giderebiliriz. Ancak

cogunlukla L’Hopital Kural ile bu belirsizligi gideririz.
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_ 26.1. (L’Hopital Kurali) f(a) = g (a) =0 ve f(x) ve g (x) fonksiyonlari a noktasini da iceren bir I agik araliginda diferan-
siyellenebilir fonksiyonlar olsun. Eger x # a i¢in ¢’ (x) # 0 ise

o f@ )

lim /(@)
z—a g ()
limiting bulmak ic¢in % belirsiz formunu elde ettigimiz surece tirev almaya devam edecegiz. Pay veya paydadaki limitlerden en az biri

sifirtdan farkl olursa sonug limitin degeri olacaktir. Ayrica pay ve paydada devamly sifir olma durumu sézkonusu ise L’Hopital Kural
uygulanamaz.

Ornek 26.3. Asaqdaki fonksiyonlarin limit degerlerini bulunuz.

1) lim,_, 22=n2 2) lim,_yo 2= 3) limy, 0 2255
4) limg o+ 255, lim, - 2%° 5) lim,_y 296213732“
Coztim 1)
3r —sinx 0 3x —sinx (3z —sinz) .. 3 —cosx
lim = — = lim = lim ———— = lim =2
z—0 €x 0 x—0 €x z—0 (LE‘) z—0 1

2)

. Itz —1 0 . Vi+tz—-1 . (Vi+z-1)

li = —=lim = lim -

z—0 €x O z—0 x x—0 (;(;)

1/2(1 1z
= lim /20 +2) =
z—0 1 2
3)
1 —cosz 0 1 —cosz . sin x 0
lim == lim— — = lim =—-=0
=0 1+ 12 0 =0 1+ 2 =0 1 4+ 21 1
4)
. sinx 0 . sinz COS & 1

lim = — = lim = lim =—-—=o00,2>0

r—0+ 22 0 z—0+ 12 =0t 2% 0

i sin 0 T sin x i CcosS ¥ 1 <0

im = - im = lim = - =-—00,Z
r—0~ 1'2 0 z—0~ 1'2 z—0~ 21’ O ’
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Inz Inz . 1

lim—:9:>lim—:hm r =1
e—1222 —3x+1 0 t—1222 —3x+1 2—=14x —3

O

26.2. = Belirsiz Sekli. Bu belirsilik halinde de L'Hopital Kural gecerlidir. Yani lim, o f () = 0o ve lim,_, g (7) = 0o ve f ()
ve g (x) fonksiyonlar1 a noktasimi da igeren bir I agik araliginda diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Eger x # a i¢in ¢’ (x) # 0 ise

lim /(@) = lim D)
Bg@) g

Ornek 26.4. Asagidaki fonksiyonlarm limit degerlerini bulunuz.

) ez . 2932 . In(sin x)
1) hmx—>7r/2 Tt+tanz 2) lim, o0 322+ 52 3) limy, 0+ In(tan )

Coztim 1)
secx o0 . secx . secx tanx . tan . .
im ——— = — im ——— = lim —— = lim = lim sinz
z—r/2 1 +tanx oo a—r/2 1 +tanx a—or/2 secx z—7/2 SECT  x—T/2
2)
x — 212 00 o ox— 222 o 1l—4dr o~
im — = — = lim ——— = lim =
z—o0 312 + b 00 z—o00 302 +Hbr 2= br+5 00
o x =222 o1 —4dx R S— 2
lim ———— = lim = lim — = — =_Z2
z—o0 322 + b =00 6 +5H  zoo0 6 6 3
3)
In (si In (si s
i (L) 00 I(inD) e
e—0t In(tanz) oo e—otIn(tanz) w0t L

O

26.3. 0.00 Belirsiz Sekli. f(x).g(x) = % esitiligi yardim ile 0.00 Belirsiz sekli 2 veya 2 belirsiz sekillerinden birine déniisiir.
g(z)

Ornek 26.5. Asagidaki fonksiyonlarm limit degerlerini bulunuz.
1

1) lim, o zsin o 2) lim,_, (1 —cosx)cotr 3) lim, o w_lgex

Coztim 1)
. o1 . 1 . sin% . (——) Cos <
lim zsin — = 00.0 = lim xsin — = lim = hmilzl
T—00 x T—00 x r—o0 = T—00 —_
X
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2)
. . . 1 —cosx 1 —cosz
lim (1 —cosz)cotx = 0.00 = lim (1 — cosz)cotx = lim ¥ = lim (1 —cosz)
x—0 x—0 x—0 x—0 tan
cotx
. sinzx
= lim = 0
z—0 sec? x
3)
. . 1 et 00
lim —¢* = 0.oco= lim —¢*=lim — = — =
z—o0 I3 z—oc0 13 r—o0 3 o0
. 1 . er o e’
lim —¢* = lim —=lim — = lim — =
T—o00 T3 r—00 312 z—00 O z—o00 O

11
26.4. oo — oo Belirsiz Sekli. f(z) — g (r) = L2 egitiligi yardim ile oo — oo Belirsiz sekli g belirsiz sekiline doniisiir.
F@e@

Ornek 26.6. Asaqdaki fonksiyonlarin limit degerlerini bulunuz.

1) lim, o (cotz — 1) 2) lim, o (5= — 1) 3) limyo (2 — Va2 + 2)

xT

sin x T
Coztim 1)
: 1 . 1 . cosz 1
lim [ cotz — — = o0o—0o0o=lim|(cotx—— ) =lim | — - —
x—0 €x x—0 €x z—0 Sin x x
rcosr —sinx 3 . cosx —xsinx — cosx
= lim——F = lim .
z—0 rsinx z—0 sinx + T cosx
) —zrsinx 3 . —sinx —xcosx 0
= lim—————— = lim - =—-=0
z—=0SINX + T COST z—=0 COSZT 4+ COST — xrSInx 2
2)
. 1 1 . 1 1 . xr—sinx
lim | — - — = o00o—00= lim [ — —— | =lim ———
=0 \sinx =0 \sinx x =0 xsinx
9 1 —cosz 9 sinx
L lim _— < lim -
z—=0SIN X + T COST z—0 COSZT + COST — xrSIn T

=0

N O
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(z+ Va2 +x)
(z 4+ Va? + )

. 22— (22 +x) , —x , -1 1
= lim ——— = lim ————— = lim — -
m—>oox_|_,/x2_|_x m—>oox+,/a72+x m—>°°1+%(x2+x)_/(2x+1) 2

lim (m—\/ﬁ) = o0o—o0= lim (x—\/m):gcll_)n;(x—\/m)

T—r00 T—00

1318

O

26.5. 0°,00°, 1> Belirsiz Sekilleri. y = f (m)g(x) fonksiyonunda lim,_ o, f () = 0 ve lim, o g () = 0 veya lim, ., f (z) = 0o ve
lim, 00 g () = 0 veya lim, o f () = 1 ve lim, ,,, g (z) = 0o olmasi durumunda bu belirsiz gekilleri elde ederiz. Bu belirsiz gekillerde
limit almak icin ise

y=f(2)"Y =Iny=mf@)" =hy=g@)hf(

doniigtimii ile bildigimiz forma getirebiliriz.
Ornek 26.7. Asagidaki fonksiyonlarm limit degerlerini bulunuz.

1) limyo- (1 — €)™ 2) lim, o+ (cot )™= 3) lim,_y (1 + 32)*

Coztim 1)
lim (1—e")™" = 0°=y=(1-¢)""=
z—0~
Iny = sinzln(l—e¢") =
o .. In(l-—e¢e*
lim lIny = lim sinzln (1 —e") °2 lim ¥
z—0~ z—0~ z—0" Tna
2. (1_—6;) . e’ . sin® x
= lim —5——— = lim lim
20" — 3= COST 2—0- coS Tz—0- (1 — e¥)
S ——
0
lim sin? x ~ lim 2sinzcosw _ 0
e—0- (1 —e*)  z—0- er

lim Iny = lny=0=y=¢"=1
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2)
lim (cot :z:)ﬁ = o’ =y= (cotx)ﬁ =
z—07F
1 ) ) 1
Iny = —In(cotz) = lim Iny = lim — In(cotx)
Inx 2—0- z—0- Inx
oo _CSC2Z' 0
glim%” = lim—#%im—l,x = —2 lim =—-1=
2—0- o z—0~  SINTCOST =0~ 5sin2x z—0~ 2 cos 2x
lim Iny = lmy=-1=>y=¢"
z—0~
3)

: 1 1 1

hn})(l+3x)w = 1=y=(1+32) =hy=—-In(1+3z) =

xr—r €T

1 R
limlny = lim~In(1+ 3z) = lim L9 = 3 o
z—0 z—0 z—0
lim lny = lny=3=y=¢
z—0~

27. Optimizasyon Problemlerine Uygulanmasi

Bir seyi optimize etmek, baz1 beklentiler eglifinde onun maksimum veya minimum degerlerine ulagmasim saglamaktir. Ornegin

1) Sabit bir ¢evre uzunluguna sahip bir dikdértgenin maksimum alana sahip olmasi igin 6lgiileri ne olmalidir? (10 gevre 6lgiisiine sahip
dikdortgeni diiglintin 1*4,2*3 gibi uzunluklara sahip olabilir dikdortgen ve bunlardan en biiyiik alan 6 dir gibi...)

2) Silindir geklindeki bir konserve kutusunun en diigitk maaliyeti i¢in 6lgiileri ne olmalidir?

Bu ve benzeri 6rneklerde maksimum ve minimum fonksiyonundan bahsedecegiz ve problemin ¢oztimi i¢in ise diferansiyel hesap devreye
girecektir.

27.1. Bir optimizasyon problemini ¢ozmek icin asagidaki adimlar takip edilir:
1) Problemlerde verilenler degiskenler ile gosterilir.
2) Maksimum ya da minimum olmasu istenen ¢oklukla ilgili bir ifade bulunur.
3) Verilenler kullamlarak baz degiskenler yok edilir. Tek degiskenli bir fonksiyon elde edilir.
4) Probleme gore degiskenin sinirlary tespit edilir.
5) Kritik noktalar bulunur.
6) Fonksiyonun kritik noktalar ve araligin u¢ noktalarindaki degerleri bulunur.
7) Bulunan fonksiyon degerlerinin en kiigiigi fonksiyonun en kii¢ik degeri, en biiyigi de fonksiyonun en biyik degeridir.
Bu problemlerde maksimum ve minimumlar mutlak maksimum ve mutlak minimumlardar.
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Ornek 27.2. Toplamlar: 40 olan iki pozitif tamsayinan kareleri toplama en fazla kag olur?

Coziim 1)
r — 1.Sayn
y — 2.8ay1
2)
max (5172 + yz) =7
3)

r+y = 0=y=40—-zv=
max (22 +y?) = max (2 + (40 — 2)*) =?
fz) = 2%+ (40 —z)?

4) = degigkeni 1 den 39 a kadar deger alabilecegi igin = € [1, 39
5) f (z) = 2 + (40 — x)* fonksiyonunun kritik noktalarmi bulalim:

f(x) =22 —2(40 — 2) = —80 + 42 = 0 = = = 20 — kritik nokta
6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

f(1) = 12440 —-1)" = 1522
£(20) = 20 + (40 — 20)* = 800
£(39) = 3924 (40 — 39)* = 1522

7) En biiyiik deger 1522 ve en kiigiik deger 800 diir. Buna gore alabilecegi en biiyiik toplam 1522 dir. 0

Ornek 27.3. 9c¢m eninde dikdortgen seklindeki bir kagit serit, sekildeki gibi D kisesi kwrilarak [AS] kenaru tizerine getiriliyor. FAFE
ticgeninin alany en fazla kac cm? olabilir?
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Coztim 1)

4. TUREVIN UYGULAMALARI

C
B
[FAl =y
|AE| — =
1
max(§xy) =7?
2, 2 2 2 81 — a2
4yt = 99—y =2"=81-18y=y= 0

1 1 /81— a2
max | —zy | = max| —x =7?
2 2 18

flo) = %x <811_8x2)=ix(81—x2)

81 — x?
x <9=

y € (0,9)=0<

0 < <9,
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1

5)f (z) = z=2 (81 — x?) fonksiyonunun kritik noktalarin1 bulalim:

36

1

fl@) = = ((81—2?) —x%22) =0=>81—32% = 0= a1 = —3V3,25 = 3V/3

36

negatif deger alamayacagindan 3v/3 — kritik nokta

H Aralk

[0+—3V3]3vV3+—9 |

|/ in isareti |+ | — |

| / nin davramg: | 7~ artan

|\ azalan |

m ' [—] \ lokal maksimum H

6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

i1*(81—12) :29—()%2.2222

36
1 N9

TRENEE (81— (3x/§) ) — SVBAT.T942
1

o (81 *3\/5—81\/3)

1
%9*(81—92):0

7) En biiyiik deger 7.794 2 ve en kiiciik deger 0 dir. Buna gére maksimum alan 7.794 2 dir.

Ornek 27.4. r yaricapl bir cemberin i¢ine ¢izilebilen bir ikizkenar ti¢genin alani en fazla ne olur?
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Coztim 1)

4. TUREVIN UYGULAMALARI

|AH| — h
|BC| — a

max (%ah) =7

= r’=ad =402k —h*) = a=2y/(2hr — h?) =
= max (%2 (2hr — h?) * h) =7

= (2hr—h%) xh

h € (0,2r)
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5) f(h) = \/(2hr — h?) % h fonksiyonunun kritik noktalarmi bulalim:
fl(h) = % (2hr — h?) "2 (27 — 2h) b+ (2hr — 12)"?
2r — 2h) h + 2 (2hr — h? —2h (2h —
= (T ) i (12 >: ( 31T>2:0:>h1:0,h2
2 (2hr — h2)Y/ 2 (2hr — h?)Y
| Aralik [0«— [ F<«—2r |

|/ in isareti

|+ = |

| / nin davramg | 7 artan ||\, azalan |

m ' [—]\\ lokal maksimum H

6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

7) En biiyiik deger \/_7"2 ve en kii¢iik deger 0 dir. Buna gore maksimum alan

Ornek 27.5. Bir kagidin 24em? lik kismana yaz yazilacaktar. Alttan ve distten 1.5em, sag ve soldan 1lem bosluk birakilacagima gore, bu

2

kagidin alany en az kac em? olmalidir?

\/(2*0*7'—02)*0:0

Q*ﬁ*r— S : *3—7“—@7"2
2 2 2 4

\/(2*27’*7’—(27“)2)*27':0

3f 2 dir.

= 32—T — kritik nokta
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Coztim 1)

4. TUREVIN UYGULAMALARI

1cm

1,5 cm

24 ¢cm?

1cm

- 1'1,5S cm

r — yaz yazilacak alanin kisa kenari

y — yaz yazilacak alanin uzun kenari

min ((z +3) (y +2)) =7
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3)
vy = 24:>y:2x—4
min ((z+3) (y+2)) = min ((m+3) (293—4+2)) 9
fla) = (x+3)(2—f+2)
)

z € (0,12)
5) f(z) = (z + 3) (2 + 2) fonksiyonunun kritik noktalarm bulalm:

For = (Be2) oo (2) =250 =0 mm0nms

T2 T2

r = 6 — kritik nokta (negatif deger olamayacagindan)

| Aralik [0+—6 [[6+—12 |
| f/inisareti || — | + |
| f nin davramg || \ azalan | * artan |

| | \«[=] 7 lokal minimum |

6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

f(z) = (x+3) (293—4”)

f(0) — tammsiz

£6) = (6+3)(2—64+2):54
F(12) = (12+3)<%+2>=60

7) En biiyiik deger 60 ve en kii¢iik deger 54 dir. Buna gore alabilecegi minimum alan 54 ¢m? olmahdir. 0

Ornek 27.6. Yaricapr 6cm olan bir kire icine yerlestirilen bir dik koninin hacmi en fazla kac em? olabilir?
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Coztim 1)

4. TUREVIN UYGULAMALARI

A

|AH| = h - yitkseklik
|BH| = r — taban uzunlugu

max (%m‘Qh) = 7
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A
3) ABD ii¢geninde Euclid bagmtisini kullanirsak 12 ¢ap oldugundan |AH|=h ve |[HD|=12—h

r? = hx(12—h) =
1 1
— §7T7‘2h:§77'h(12—h)h

v
L o L o
max gwrh = max gﬂ'h (12—h) | =7

4)

f(h

~—

1
éﬁhz (12 — h)

h € (0,12)

5) f(h) = §7h* (12 — h) = im (12h* — h®) fonksiyonunun kritik noktalarm bulalm:

1
f'(h) = gm (24h — 3h*) = 0 = hy = 0, hy = 8 — kritik nokta

H Aralik

[0+—8 |8 12 |

H f! in isareti H + H - H

| f nin davrams [| * artan | \, azalan |

m ' [—]\¢ lokal maksimum H

6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

f(h) = %w (12n* — h*)
f0) =0
f(@8) = %w (128 —8%) = ﬁw ~ 268. 08
fQ2) = %w (12%12°—12%) =0
7) En biiyiik deger 268.08 ve en kiiciik deger 0 dir. Buna gore alabilecegi maksimum hacim 268. 08 ¢m?® olmahdir? O
Ornek 27.7. y=x+4, y=—x+4 dogrular, ve Ox— ekseni tarafindan sinirlanan bolgede bulunan, iki kdsesi verilen dogrular, iki

kéosesi de Ox— ekseni tizerinde olan dikdortgenin alani en fazla kac br? olabilir?
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Coztim 1)

2)

4. TUREVIN UYGULAMALARI

¥

(x,—x+4)

x — alanm kisa kenarn

y — alanin uzun kenari

max (2z x y) =7

3) Nokta aym zamanda dogru tistiinde oldugundan,

= —xr+4
max (2z *y) = max (2z* (—x +4)) =
fx) = 2v%(—x+4)=—-22"+8z

z € (0,4)

—22?% + 8x fonksiyonunun kritik noktalarini bulalim:

() = =42 + 8 = 0 = = = 2 — kritik nokta

H Aralik H 0<+— 2 H 2+—14 H
| /' in isareti |+ | — |
| f nin davramg | ~ artan [\, azalan |

| | /=] \« lokal maksimum |
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6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

f(z) = —22°+82

f(0) 0

f(2) = —2%22+8%2=38
f4) = —2%4>+8%4=0

7) En biiyiik deger 8 ve en kiiciik deger 0 dir. Buna gore alabilecegi maksimum alan 8 br? olmalidir.

Ornek 27.8. Cevresi 36cm olan dikdortgen seklindeki bir karton kenarlarindan biri etrafinda donduriliyor
silindirin hacmi en fazla kac cm3 olabilir?

fﬁfﬂr __“fﬁ?

P

i :

18 - x

TR

H\‘“*‘—--.._

Coztim 1)

x — alanin kisa kenar1

y — alanin uzun kenari
2)

max (szy) =7
3) Dikdortgenin gevresi
2 +y) = b=>y=18—=x
max (rz*y) = max (m2* (18 — z)) =
f(x) = w2 (18 — ) = 7 (182° — 2?)

197

O

. Meydana gelen dairesel
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x € (0,18)
5) f(x) = 7 (1822 — 2?) fonksiyonunun kritik noktalarimi bulalim:

f'(z) = 7 (36z — 32*) = 0 = 21 = 0,25 = 12 — kritik nokta

| Aralik [0+—12]12+— 18 |
| //inisareti || + | - |
H f nin davranis H /" artan H N\, azalan H

H ‘H  [—] Y\ lokal maksimum H

6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

f(z) = m(182% — %)

f(0) =
f(12) = 7 (18x12% —12%) = 8647w ~ 2714.3
f(18) = m(18x18°—18%) =0

7) En biiyiik deger 2714.3 ve en kiigiik deger 0 dir. Buna gore alabilecegi maksimum hacim 2714. 3cm? olmalidir. 0

Ornek 27.9. Bir kenarinin uzunlugu 12cm olan kare seklindeki bir kartonun koselerinden birer esit alanli kare kesilerek geriye kalan
parcadan 1isti agik bir kare prizma yapilwyor. Bu prizmanin hacmi en fazla kac em? olabilir?



Coziim 1)

27. OPTIMIZASYON PROBLEMLERINE UYGULANMASI

12

r — yikseklik

y — taban kenari

max (ny) =7

199
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3) Uzunluktan
Gty = 12=y=12—2

max (y°z) = max ((12 — o) z) =
f(z) = (12 -2x)°z = 42° — 482° + 144x

y € (0,12) = z € (0,6)

5) f(x) = 42% — 4822 + 144x fonksiyonunun kritik noktalarimi bulalim:

f'(z) = 122% — 962 + 144 = 0 = 1 = 2, 75 = 6 — kritik nokta

[ Aralik [0<—2 [[2¢—6 [6+— + ]
[f7inisareti [+ = |+ H
H f nin davranis H /" artan H N\, azalan H /" artan H

| | /[=] \« lokal maksimum | |

6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

f(x) = 42— 4827 + 144z
f0) =0
f(2) = 4%2° —48%2% + 144 %2 =128
f(6) 4%6% —48 %62+ 1446 =0
7) En biiyiik deger 128 ve en kiiciik deger 0 dir. Buna gore alabilecegi maksimum hacim 128cm? olmahdir. 0J

Ornek 27.10. Bir sanayici, altiminyumdan dik dairesel silindir seklinde tsti acgik, 64cm® hacminde kutular yapmaktadir. En az
altiminyum kullanmast i¢in yapacage siliridirin taban yaricapr kac cm olmalidir?
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q.......?.‘...-..,, -y

'3 - l
o 3

i [TTARTT] T
.“.‘..ru-i lrl.“..*

o B
k_ u--:- e ok i --..p.!'-
- _--"‘

27r

Coztim 1)
r — yarigap
h — yiikseklik

y — dikdortgenparcanin uzun kenari
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2)
Alan = mr*+ hy
y = 27r
max (mr® + h* (27r)) = 7
3) Hacim 64cm?® oldugundan
4
m?h = 64 =h= 6—2
o
max (777 + h* (277)) = max | 7r’ + — * (27r) | =7
r
64 128
_ 2, 9% _ 2, 140
fr) = 7r+ —3 (27r) = mre + .
4)
r € (0,00)
5) f(r) = mr? + 2 fonksiyonunun kritik noktalarimi bulalm:
128 4
f(r)=2mr— T = 0=r= 75 kritik nokta
| Aralik [0+—4 [[4¢— |
| //inisareti || + | — |

| / nin davramg | 7 artan | \, azalan |

I | ~[=] \ lokal maksimum ||
6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

flx) = wu%
f(0) = o0
4 4 \* 128 T
f<3—) = w<3 ) + = 16— + 32¢/7 ~ 70.3
T )

f(oo) = o0
7) En biiyiik deger oo ve en kii¢iik deger 70.3 dir. Buna gore minimum degeri veren yarigap degeri de r = % 2.7311 olmaldir. [

7'(_
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Ornek 27.11. B kéyi A kéyiinin 40km dogusunda, C kéyii de B nin 20km kuzeyindedir. A ile B ve B ile C arasinda stabilize yol

mevcuttur. A ile C arasi asfaltlanacaktir. 1km stabilize yolun asfaltlanmasi 30 milyar TL ye, 1km yeni yolun acilip asfaltlanmasi 60
milyar TL ye mal olmaktadir. A ile C arasindaki asfalt yol en az ka¢ milyara mal olur?

a C

20 km

o C

20
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Coztim 1)

3) Hipoteniisten

4. TUREVIN UYGULAMALARI

r — |AP| uzunlugu
y — |PC| uzunlugu

min (302 + 60y) =7

Y= 2024 (40— 2)? = y = 1/20° + (40 — )’

min (30z + 60y) = min (303: + 60\/202 + (40 — x)2> =

fx) = 30x+60\/202+(40—93)2

x € (0,40)

5) f () = 302+ 604/20% +

(40 — z)? fonksiyonunun kritik noktalarii bulahm:

20— )k (~1) =0 =

f'(x) = 30+60% % (207 + (40 — 2)%)
2(40—z) = (2024 (40— 2)*)"* = 4(40 — 2)® = 20> + (40 — 2)* =

2 2
3(40 —2)* = 202:>40—x:—0:>x:40——0—kritiknokta

V3 V3
HArahk HO<—>40—%‘40—%<—>4O
| /' in isareti = |+
H f nin davranist H N\, azalan H " artan

I \.[=] /" lokal minimum
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6) Kritik nokta ve ug noktalardaki degerleri hesaplayalim:

f(z) = 30:)5+60\/202+(40—x)2

f(0) = 300+ 60\/202 + (40 — 0)* = 1200V/5 ~ 2683.3

20 B . 20 . 2 B 20 ’ _ ~
f (40 — —) = 30 <4O \/§> + 60 \/(20) + <40 (40 \/g)) = 6003 + 1200 =~ 1385.6

F(40) = 3040+ 60\/202 + (40 — 40)* = 2400

7) En bityiik deger 2683. 3 ve en kiigiik deger 1385.6 dir. Buna gore A ile C arasindaki asfalt yol en az 1385. 6 milyara mal olur. O

Ornek 27.12. z parca mal satildiginda, toplam mal olus fiyats C(z), toplam gelir R(z) ise, kir P(z) = R(z) — C(z) dir. Maksimum
karin marjinal gelir ile marjinal mal olusun esit oldugu durumlarda ger¢eklestigini gosteriniz.

cw)
y (lira)
R ()

kar
Cost ¢ix)/

~ /
(tiretim miktart) Z Revenue #{x) /
] i \v Z
Break-cven point N

Maximum profit. ¢ (v) = iix)

Dol

B
.
.r \\

Local maximum for loss (minimum profit). ¢ () = vlx)

X
0 llems produced

Cozim
Pr(z) — Maksimum Kar
Ri(z) — Marjinal Gelir
Pr(z) — Marjinal mal olug
R(z) ve C(z) in & > 0 icin tiirevli oldugunu kabul edelim. P(x) = R(x) — C(x) maksimuma sahipse P’'(z) = 0 dir. Dolayisiyla
Pr(z) = RI(z) — Cl(x) =0 = RI(xz) = CI(x)
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olur. Bu ise marjinal gelir ile marjinal mal olusun esit oldugu anlamina gelir. 0

28. Newton Yontemi

Matematikte en 6enmli sorunlardan birisi denklemlerin ¢oziimleridir. z2 — 3z + 2 = 0 gibi kuadretik bir polinom denklemin ¢oziimii icin
formiil vardir. Ancak 3..4. ve daha yiiksek mertebeden polinomlar i¢in bu miimkiin degildir veya x — sinx = 0 denkleminin ¢6ziimii i¢in
bir formiil yoktur. Veya iki egrinin érnegin y = tanz ve y = 23 egrileri hangi noktada kesisir sorusunun cevabini almak gibi..Bunun icin
baz1 sayisal yontemler verilmigtir. Bu boliimde tiirevi igerdikleri i¢in Newton yontemi diye adlandirlina yontemi verecegiz.

28.1. Newton Yontemini uygulamak i¢in asagidaki yontem uygulanar.
1) x¢ baslangi¢ yaklasima alinar,

2)

formiili ile diger yaklasimlar bulunur ve ¢ozime yaklasilir.
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¥ = fl_\'ll

f

i A .I'|.I.,::.”/4

i

I.q.,fl.'qy

(%5, s D) f/f

Hiwl l\“. 5
#
soghil M

%, "
] r
, —w o= = i
Bl - Xy Xa X X
3 : I *o
Fourth Third Second First

P RO MATIONS

Ornek 28.2. 22 — 2 = 0 denkleminin cozumunt bulunuz.

Coziim Gercek ¢oziim 2 = ++/2=21. 414 2dir ancak Newton yéntemi ile ¢oziimii elde edelim. f’(z) = 2x

=1 [flr)=1-2=-1 [fl(2)=2+1=2 m=a—foy=1-5 =3

1
p=2 fl)=0E)"-2=1  f(z)=2+2=3 :Eg—xl—f,((ml))zg—%lz—wl4167
v=1 f(w)=(8) —2=r14 flle=2+ =0 m=m—f=F- %=1~ L4143

Gergek Deger

Ornek 28.3. f (x) = 23 — x fonksiyonu ile g (x) = 1 dogrular hangi noktalarda kesisir.
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3 3

Coziim 2® — x fonksiyonu ile g () = 1 fonksiyonunun kesim noktasi 23 —z = 1 = 23 — 2 — 1 = 0 denkleminin ¢oziim noktasin bularak

gergeklestirilir. h(z) =2 —x —1 =1 () =32* — 1

n X, flx,) fix,) X =x, — f(xu)
bl ] =L “a+l -“n fi (XHJ
0 1 -1 2 1.5
1 1.5 0.875 5.75 1.3478 26087
2 1.3478 26087 0.1006 82173 4.4499 05482 1.3252 00399
3 1.3252 00399 0.0020 58362  4.2684 68292 1.3247 18174
4 1.3247 18174 0.0000 00924 4.2646 34722 1.3247 17957
5 1.3247 17957 —1.8672E-13 4.2646 32999 1.3247 17957
y=at=y=1 £
(1.5, 0:875)
Rool sought
Yo N A-': ,'"
ID /A 185
X"
13478
A

- 28.4. Newton yontemi f'(x,) =0 olmast durumunda ger¢ek ¢ézime yaklasamaz!

(X, L0

FIGURE 4.49 If f'ix,) = 0, there 13 no
intersection podnt to define x4+ .



CHAPTER 5
integral
29. Belirsiz integral

29.1. f(x) fonksiyonu taniml oldugunda F' (z) = f (x) bagintisiny saglayan bir F' fonksiyonu varsa bu F' fonksiyonuna f nin
bir antitirevidir denir. Antitirevlerin ortak ozellikleri, ayni apsisli noktalardaki tegetlerinin paralel olmalaridir.

Ornek 29.2. f (x) = 2z fonksiyonunun antitirevlerinden bazlar, ¥*, 2? — /2, 2% + 10, 2% — /1007 dir.

30T

20T

BB 29.3. (a,b) acik arabginda Fr(z) = f(x) ise, bu arabikta f nin herbir G (z) antitirevi ¢ bir keyfi sabit olmak izere G ()
F (z) + ¢ bigimindedir. Baska bir deyisle, iki antitirev arasindaki fark sabittir.

29.4. Bir f fonksiyonun tim antitirevlerinin sinifina f fonksiyonunun x dejiskenine gore belirsiz integrali denir ve [ f (x) dx
ile gosterilir. [ simgesine integral isareti, f (x) fonksiyonuna integrant, x’e de integrasyon degiskeni adv verilir. Bu tanuma gore

F'<x>=f<x><:>F<x>+c:/f<a:>

209
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Not 29.5. Turev konusunda gordigimiz bagintilardan faydalanarak asaqidaki temel integral alma kurallarini verelim:

I)fxmdx:ﬁnjll -1 2) [ =1In|z| +c

3) [a"dx =, a >0 4) [e*dr=e"+c

5) [sinzdr = —cosz + ¢ 6) [coszdr =sinz + ¢
’7)fsmm——cotx+c 8)fcoszx:tanx+c

9) [ %5 = arctanz + ¢ JO)fm:arcsinx+c
11) fsmhxdm-coshx+c 12) fcoshxdx—sinh:c+c

=1In (:)5+\/1+x2)

_ 29.6. (Integral kurallar) Eger k reel say olsun
1) Iki fonksiyonun toplamanin integrali, integrallerin toplamina egittir:

[t@+genis= [ @i [gi) i

2) ki fonksiyonun farkinin integrali, integrallerin farkina egittir:

[ =g@ndn= [ f@de- [y

3) Bir fonksiyonun katsay ile ¢arpilip intagrellenmesi, integralin o katsayu ile ¢arpilmasina egittir:

/k:.f(:):)dx:k/f(x)d:):

Ornek 29.7. Asaqidaki fonkisyonlarin integrallering aliniz:

ln(x—l—\/ﬂi)

1) [ (62° — 22 + 8 + 10) dz 2) [ 2sinx+6\/$+§)dx
3) f (COSzCC + 2e" — r) dx 4) f sin? z 3+m\j%x+3 + \/15_:(;2) dx

5)f<3m+e +smhx+ﬁ)dm 6) [ coshz+ﬁ+%—x5>d$

/(6x3—2x2+8x+10)dx = 6/x3dx—2/x2d:c+8/xdx+10/1dx

4 3 2

X T T

Coziim 1)



2

/ <2sinx—|—6\/$+ 9) dx
T

/( 72 + 2e
cos?x

2

sin” x

422 —x+3 5 )
dx

NI

/ (3m +e* +sinhz +

29. BELIRSIZ INTEGRAL 211

+f

1
= 2/5inmdm—|—6/\/x5dx+9/—dm
x

772

= —2008x+67—/2—|—91nx+c

de = 7/ du +2/6xd$—4/ dr
cos? x 1+ 22

= Ttanx + 2¢* — 4arctanz + ¢

e +/ x_3 dx—i—/z—2dm—/idx+3/d—x+5/L
sin? x VT NG N& VT V1= 22
—~—
23—1/2_45/2

5/2 3/2 1/2

7/2

€T T

2COt£L’—|—x + — +3$ + Harcsinx + ¢

7/2 " 5/2  3/2 1 71)2

2572 9452 9g3/2

2cotx + + — +62Y% + 5arcsinz + ¢

1
)dx
2?2 —1
5
+——:)35)d:)3

7 5 3

1
(x+Vx2—1)+c

In3

:(ﬁmmm+/%ﬁ__ / /fm

G
= sinhx+ln<x+\/x2+1)+51nx—€+c
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30. Degisken Degistirme Yontemi

g stirekli tiireve sahip bir fonksiyon olmak tizere z = ¢ (¢) doniisiimii yardim ile dz = ¢’ (¢) dt ifadesiyle birlikte [ f (z)dz = [ f(g(t)) ¢ (¢) dt
olarak hesaplanir. Ve tekrar ¢t = ¢g=! (x) ters doniigiimii ile x degiskenli ifade elde edilir. Burada g fonksiyonunun tersi olan bir fonksiyon
oldugu gercgegi ihmal edilmemelidir.

Ornek 30.1. [ (1 —4x)°dx integralini hesaplaymiz.
Cozim

t=1—4x = dt = —4dr =

dt 17
/(1 4x) dIddnﬁ§dm/t < 4) 47+c:>

B (1—4x)"
ters dgzd§dm 28 T
OJ
Ornek 30.2. S Mdl’ integralini hesaplayiniz.
Coziim
d
t=4+lnz=d="— =
x
4+1Inz) 16
/de - /t5dt:—+c:>
X doniistim 6
(4+Inz)°
= _ + C
ters donisim 6
O

Ornek 30.3. i %dm integralini hesaplayiniz.
Cozum
t=Vr=x=1t>=dr=2tdt =

eV et
de = /—2tdt =2'+c=
\/E déntigum t

= 2eV 4 ¢

ters dontsim
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Ornek 30.4. [tanzdr = [ L g integralini hesaplaymaz.
Cozuim

t=cosx = dt = —sinxdr =

sin x dt
drm = — | —=—-Int+c=
CcoS T déndigim t

= —In|cosz| + ¢
ters doniistim

Ornek 30.5. S lf%dx integralini hesaplayiniz.
Cozuim

t =2° = dt = batde =

/ _ L / At ctant e =
r = = = Zarctant + ¢
1429 @nisim 5 )] 14+t2 5

1
= — arctan (:c5) +c
ters dontsim 5

Ornek 30.6. i J;/((;))dx integralini hesaplayiniz.

Coziim
t=f(z)=dt=f"(z)dz=
[ (2) _ dt
o) dx i / 7= In|t|+c=

= In[f(z)[+c

ters donisim

Ornek 30.7. [ SInE_CoSE dy: integralini hesaplayimiz,
Coziim

t =cosx +sinx = dt = (—sinx + cosx) dr =

sinax — cosx dt
ST = — [ S =t te=
CoSxT +smx déniisiim t

= —In|fcosx +sinz| + ¢
ters doniistim

213
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Ornek 30.8. o # 1 olmak tizere [ (f ())* f' (x) dx integralini hesaplayimaz.
Cozuim

t=f(x)=dt=f(z)dx =
/ (f @) f () dx = / ea =L e

déndisiim o+

(f (@)™

ters d(')—'nﬁ§1'im a+1

+c

Ornek 30.9. [ Vsin® z cos xdx integralini hesaplayinaz.
Cozuim

t =sinx = dt = cos xdr =

t7/2
/\/Sin5xcosxdx = /t5/2dt:—+c:>

dontisiim 7/2
2Vsin” x
———tc

ters dontistim 7

Ornek 30.10. [ cos (ax)dzx integralini hesaplayinaz.
Coziim
t=ar = dt = adr =
1 1
/COS (ax)der = = /costdt = —sint+c=
a

dontsim @

1 .
= —sin (ax) + ¢
ters donisim Q

Ornek 30.11. [ e**dx integralini hesaplayinaz.



Coziim

t=ax = dt = adr =

30. DEGISKEN DEGISTIRME YONTEMI

1 1
/e“""’da: /etdt = 4c=
dontsim @ a

_eCLZB_'_C

ters donisim Q

Ornek 30.12. i % integralini hesaplayiniz.
Cozim

1 d
Tt =g [

@1 (2)
T dx
t=—=dt=—=
a a

/ dx 1 adt 1 tant 4 c =
—— = — [ —— = —arctant+c¢
a? + 22 doniisim a2 | 1+t2 «a

1 T
= — arctan +c
ters donisim Q

a

Ornek 30.13. S \/a‘;wj integralini hesaplayiniz.
Coziim

dz dz

T dx
l=—=dt=—=
a a

/ dx 1 / adt
Va2 — 22 donisim a | /T — 2

. Xz
arcsin <—> +c
ters donisim a

Ornek 30.14. i \/ﬁ integralini hesaplayiniz.

= arcsint + ¢ =

215
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Coziim

/ dx _/ dx _1/ dx
\/3—21'—1’2 /4_(x+1)2 2 /1_(%4_1)2
r+1 dx
2dt

| o= i) s
3 — 2x — g2 donisim 2 1—1t2

. r+1
= arcsin +c
ters déontigtim 2

Ornek 30.15. [ 22z — 2dx integralini hesaplayinaz.
Cozum

= arcsint + ¢ =

t=z—-2=dt =dr =

/x2\/de = /(t+2)2 Vitdt

doniigtim

t7/2 t5/2 t3/2
LA A
2 sR T 3p T

2 —2)"7 8(x—2"* 8(z—2)*

ters d(')—'nﬁ§1'im 7 5 3

+c

- 30.16. Her bir integral i¢in ayry bir dontstum uygulanmaktadir. Ancak asagida baz ozel donisimler verilmistir:

1) va? — x? ifadesinden baska kokli ifade icermeyen integraller i¢in x = asint doniisimi yapilor.

2) Vx? — a? ifadesinden baska kokli ifade igermeyen integraller i¢in x = asect doniisimi yapilor.

3) Va? + z? ifadesinden baska kokli ifade icermeyen integraller i¢in x = atant dondsimi yapilur.

4) Nax + b seklinde kikli ifadeleri iceren integraller i¢in ax +b =t donisimi yapiler, burada p sayusi, n; sayarimin EKOK (en kiigik
ortak kat) wdar.

5) Intagral trigonometrik rasyonel ifade iceriyorsa yarim a¢i yontemi denilen tan5 = t donusimi yapilarak trigonometrik terim
icermeyen rasyonle ifade elde edilir.
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Ornek 30.17. f 8“’ sdz integralini hesaplayiniz.

Coziim Uyar1 30.16 deki 1.tip integralden:

r = 3sint = dxr = 3costdt
8+ x 8 4+ 3sint

\/_73;2 donu§um m
(8 + 3sint) /(8+3sint)
———=3costdt = | ———=——=-3costdt
/ 3V —sintt 3vcos?t
Vi

= + 3sint)dt =& — 3cost + ¢ = arcsin L —3——+c
8+3 d 8 3 8 3

ters doniisiim 3

3 cos tdt

Ornek 30.18. f mtegmlzm hesaplayiniz.

Coziim Uyar1 30.16 deki 2.tip integralden:

r = 3sect=dr=3 sm2t dt
cos“t
: 3
/x\/m déniisiim / 3sectv/9sec?f — 9
B tantdt 1 gt — ¢ B 1 3
N /Btant _g/ t_§+Ctersd§m§am§amcos;+c

Ornek 30.19. f 2 mtegmlmz hesaplayiniz.

217
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Qoztim Uyart 30.16 deki 3.tip integralden:

r = 2tant = dx = dt

cos?t

dx . / C0§2tdt
22+/22 + 4 déniisiim 4tan?tv/4tan®t + 4

—Zdt 1 [ cost 1 [ du
— cos“t — == 5 dt — _ _
4 tan®t 4 ) sin®t sint —=u 4J @2

cost
costdt = du
1 1 x2+4
4u ters doniigiim 4sint ters doniigiim 4o
.o 4 @ x€X
Ornek 30.20. [ % integralini hesaplayinaz.
Coziim Uyar1 30.16 deki 4.tip integralden:
EKOK (4,6) = 12=z+1= t'? = dox = 12t dt
(Ve +1+2)de B +2)
= 12t dt
Jr+1 déniisiim 12
t13 10
= 12/ (t* +2) t%dt = 12/ (¢ +2t%) dt = 1222 + 2475 +¢
B («T+ 1)13/12 (x‘i‘ 1)10/12
ters dau'is;iim 12 13 + 24 10 te

Ornek 30.21. [ gy integralini hesaplayimaz.

(14+cos z) sinz
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Qoztim Uyar1 30.16 deki 5.tip integralden:

x 2dt
tan—- = t = x =2arctant = dx =
2 1+ 2
1+si 1+2sinZcos
/ + sin T e / 2 €05 3 =
(1 + cosz)sinz (1+cos?% —sin®%)2sinZcosZ  dénisim
/ 1+2\/—1/— 2dt _/tz+1 (t+1) 92t
2 - 2 [
(1 _'_ 1+t2 - 1-t|-t2) 2\/1+t2 \/1+t2 1 + t2 t2+12t2+1 ]- _I_ t2

1 [(t+1)%dt 1
_§/f 2/<t+2+ )dt

lt

2

ters doniigiim 2

1 /tan?
= —< 5 +2tan——i—ln’tan D—i—c

31. Kismi Integrasyon Yontemi

u (z), v (x) fonksiyonlar i¢in ¢arpimin diferansiyelinden

d (uv) = v.du + udv

elde ederiz. Burda her iki yanin integralini alirsak

/ d (uv)

u.v

/u.dv

formiiliine kismi integrasyon formiilii denir.

/v.du+/u.dv:>
/v.du+/u.dv:>
u.v—/v.du

219

31.1. Kusmi integrasyon formilini wygularken LAPTU kuralina dikkat edilmelidir. Asaqidaki siraya gére once gelene u denir

sonrasindaki terime ise dv denir.
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LAPTU

Ustel fonksiyon
Trigonometrik fonksiyon
Polinom fonksiyonu

Ters tRgonometrik fonksiyon
Logaritmek fonksiyon

Ornek 31.2. [xe®dx integralini hesaplayinz.
Coziim (LAPTU)— z :polinom, e —iistel
r=u=dr=du "dr=dv= ¥ =0

1 1
/xe?’xd:z = gxe?’x ~3 /635‘36[:16

1 3z 1 3z
= -xe” — —e” +c
3 9

Ornek 31.3. [ @ sin2zdx integralini hesaplayiniz.
Coziim (LAPTU)— 2 :polinom, sin 2z —trigonometrik
r=u=dr=du sin2zdr=dv= —%cost =0

1 1
/xsin 2xdr = —51’ cos 2z + 5 /cos 2xdx

1 1
= —53500321’4— Zsian—l—c

Ornek 31.4. i S—dx integralini hesaplayiniz.

COs
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Qéziim (LAPTU)— 2 :polinom, —L— —trigonometrik

r=u=dr=du L
COos“ T

x
/ 5 dx:xtanx—/tanxdx
cos?

= xtanx + In|cosz| + ¢

dr =dv = tanx = v

O
Ornek 31.5. [ z*Inxdz integralini hesaplayinaz.
Coziim (LAPTU)— Inz :logaritmik, 2 —polinom
Inzr=u=%=du x4d:c:dv:>”ﬂ5—5:v
5
4 x 1 sdx
Inzder = —1Inz — - —
/ #'lnzdr = +Inz—¢ / T
x° 1
= “lng— —2°
5 nx 25x +c
O
Ornek 31.6. [ arctan zdx integralini hesaplayinaz.
Coziim (LAPTU)— arctan z :ters trigonometrik, 1 —polinom
arctanx = u = mgﬁl =du ldr=dv=z=v
xdx
/arctan xdxr = xarctanx — / 5
241
1 2
= zarctanz — 511&}1’ + 1‘ +c
O

Ornek 31.7. [ e* cos (bx) dx integralini hesaplaymaz.
Coziim (LAPTU)— cos (bz) :trigonometrik, e** —istel
cos (br) = u = —bsin (ba) de = du e"dr = dv = Le™ =v

1
/e“x cos (br) dr = ae“x cos (bx) + 2 /e“x sin (bz) dz

J

NV
ikinci kez kismi integrasyon
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(LAPTU)— sin (bz) :trigonometrik, e —iistel

yerine yazalim:

sin (br) = u = bceos (br) de = du e"dr = dv = L™ = v

1
e sin (br) dz = —e* sin (bx) — b / e cos (bx) dx

a a

axr _ 1 axr b 1 ar _: b ax
/e cos (br)dr = _~ cos(bx)+a<ae sin (bx) a/e cos(ba:)dz)

2

1 axr b ar . b axr
= —e¥cos (bx) + ¢ sin (bz) — ?/e cos (bz) dr =

a a?

2
1
<1 + b—) /e‘” cos (br)dx = —e™ cos(bx) + ﬁe“”” sin (bx) =

axr a2 1 axr b axr .

/e cos (bx)dr = pea (56 cos (bx) + 2¢"sin (bx)) =
ar o a ar ar _:

/e cos (bx)dr = 2 e cos (bx) + a2t sin (bx) + ¢

Ornek 31.8. [x%e*dx integralini hesaplayinz.

Coziim (LAPTU)— 22 :polinom, e~ —>iistel

(LAPTU)— 2 :polinom, e=* —iistel

P=u=2xdr=du e dr=dv=—e*=0

/xze_””dx = —z2e 42 /xe‘xdaj
—_—

ikinci kez kismi integrasyon

r=u=dr=du e *dr=dv= —e* =0

/:ce_mdx = —qge ¥+ / e tdr = —ze ™ —e "
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yerine yazalim:
22e e = —rle T +2 (—:ze_w - e‘””) =

/Ize—de = —e° (:)32 + 2z + 2) +c

O
- 31.9. Yukaridaki yol izlenerek p,, (x), m.dereceden bir polinom olmak iizere
/pm () e*da = & (pm (€) = P, () + Py, () = Pl (2) + -+ (=1)" pi? ()
formaili ile bulunur.
Ornek 31.10. [ (2% + 222 + = + 3) e°dx integralini hesaplayimaz.
Coziim Yukaridaki Uyaridan
/(I3+25E2+x+3) e'dr = " [(2* + 22> + v+ 3) — (32 + 4z + 1) + (6 + 4) — 6]
= e’ (173—:172+3:E) +c
O
Ornek 31.11. [ (zf1)2 e“dx integralini hesaplayiniz.
Cozim
re® =u= (v +1)e"dr = du (xiwl)g =dv=>——5=v
xr 1 X xr
/ * 2exdz:—x€ +/(m+ )edx:_:ce +e"+c
(x+1) r+1 xr+1 T+ 1
O

Ornek 31.12. [ Vx? + mdx integralini hesaplayinaz.
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Cozim

x2—|—m:u:>12x(x2—|—m)_1/2dx—du de =dv =1z =v

> +m—m)
= ava?+ /—d:)s
Vrzi4+m
= V22 +m /\/x2 dx+m/\/x27
= xVx2+m—/\/a?2+mdx+mln<x+\/1’2+m> =
2/\/x2+mdm:x\/x2+m+mln(x+\/x2+m)j

/\/dez%(&?\/mjtmln(x—l—\/m))—l—c

32. indirgeme Bagintilar:

Ornek 32.1. [, = [ cos™ xdx integralini hesaplayiniz.
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Cozim
I, = /cos"_1 x cos xdx
cos" trx=u= —(n—1)cos" ?xsinzdr = du cosxzdr =dv = sinz =v
I, = sinzcos" 'z +(n—1) / cos" 2 xsin® zdx

= sinwcos" 'z + (n — 1)/008"_2x (1 - cos*z) dx

= sinxzcos" 'z + (n — 1)/(308"_2 xdxr — (n—1) /cos" rdx =

——— ——
L2 In
nl, = sinwcos" 'x+(n—1)1, o=
1 . _ n—1
I, = Zsinzcos" 'x+ L,
n

elde edilir.
Ornek 32.2. [ cos*wdx integralini hesaplayimiz.

Coziim Yukaridaki formiile gore

I, = /COS4l’dl’:>

1 3
I, = 1 sin z cos® © + ZIQ

yine yukaridaki formiilden,

N —

I, = sin:ccosx+§lo

Iy =

—
&
I
S
\

3
sin x cos® r + 112

I N

sinxcosngL§ 1Sinxcosx—i-lx =
4\ 2 2

I, = —sinzcos®z+ gsinxcosx—i- éx—l—c

| =

225
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Ornek 32.3. n> 1,1, = [ =% integralini hesaplayiniz.

sin™ x

Coziim

1 1
I, = —_— dx
/ sin” 2 zsin’ x

L =u= —(n—2)sin"*"!

lzwdx:dv = —cotx =0

x cosxdr = du

sin" 2z sin
1
I, = ———5—cotz— (n—2)/sin_"+1xcos:ccotxdx
sin" " x
1 2
= —— cotx—(n—Q)/C?Snxdx
sin" " x sin” x
1 1 —sin’x
= ——=5 COtl’—(n—2)/7( — )d;)g
sin" " x sin” x
1 dx dx
= - cotrx — (n—2 - +(n—2 —
sin” 2 x ( )/sm”x ( )/ sin" 2 x
In72
1
(n—l)]n = —Wcotx+(n—2)]n_2:>
sin" " x
-2
o= cos T Ln=2, )

(n—1)sin" 'z n-1""

Ornek 32.4. I, = [ Lt integralini hesaplayinaz.

s



32. INDIRGEME BAGINTILARI 227

Coziim Yukaridaki formiile gore

2
L= —— 4

L = ——= 4=l =

I4:

COS & 2 ( cosm)
c

3

e+ S (-2
(n—1)sin°z 3\ sinz

COS T 2cosx
3

(n—1)sin®z  3sinz

Ornek 32.5.n>1,1, = [ tan™ xdx integralini hesaplayiniz.

Coziim n =1 i¢in

sin x
Ilz/tanxdx:/ dr = —1In|cosz| + ¢
CoS T

n > 1 icin

I, = /tan” zdx = /tan"_2 xtan? xdr = /tam"_2 T (1 + tan’z — 1) dx

= /tan”_2 T (1 + tan? m) dx — /tan”_2 xdx

J S

Vv Vv
tan r=u=>(1+tan? r)dz=du In_o

= tan" to— I, 5

Ornek 32.6. Iy = [tan® zdx integralini hesaplayimiz.

Coziim Yukaridaki formiilden

1
I; = /tangxdxzitanzx—ll

Lo
= itan xr+1In|cosz| + ¢
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Ornek 32.7. n > LI, = [ (aziﬁ)n integralini hesaplayiniz.

Coziim n =1 icin

dx 1 T
[1: m:aarctana“_c
n > 1 i¢in
I B / dx
! (a2 4+ 22)"""
dr = dv=v=2x
1 “n
u = @ 5 a2 =du=—(n—1) (" +2°) " 2xdx
2
T T
I, = — = 412n-1) | —— 4
1 (a2 + 22)" el )/ (@ + a2
T 22 +a® —a?

- —n_l+2(n—1>/—dx

(a® 4 x?) (a? + 22)"
x dx dx
- T iom-1 /——2 n—1 a2/7n
(a® + x2)"_1 ( ) (a® + x2)n_1 ( ) (a® + x2)
_ W+2(n—l)[n_1—2(n—l)a2[n:>
2(n—1)a2[n = W+(2H—B)In_1:>

Ornek 32.8. i m integralini hesaplayiniz.
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Cozim

42+ 42410 = (224172 49=

/ dz / dx
(422 + 4z + 10)? (2z+1)*+9)°

~
2z+1=t=dr=dt/2

B 1/ dt
2/ (t2+9)

Yukaridaki formiilde a = 3,n = 2

1 [t
I, = —|— 41
2 18 _(9+t2)+ 1}

1 t +1 ; t N
= — |7———7 + s arctan -
18 (9+12) 3 3

(2+9)° 36 [(9+1t2) 3 3

L 2r+l +1actan2x+1
= — —ar
36 [ (9+ (22 +1)%) 3 3

|~

+c

- 32.9. Payda da (ax + b)" seklinde terim varsa basit kesirler Ay/ (ax +b), As/ (ax +b)*, ..., A/ (ax + )" seklinde olur.

Ornek 32.10. i ( 14:32)2 integralint x = tant donvsumi yardima ile hesaplayiniz.
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Cozim

r = tant = dx = (1+tan2t) dt =
/ dx _ /(1+tan2t)dt _/ dt
(14 22)° (1 + tan®¢)? (14 tant)
2 1
= /0052 tdt :/LS 2t+ dt

Linot+Lica
= —Sln — C
4 2

1 t
— 924int t—+ —
1 sin t cos +2+c

1 T 1 _i_alrctanxjL
= = c
21+ 221 + 22 2

1 =z . arctan x
21+ a2 2

33. Basit Kesirlere Ayirma

. P o
Ornek 33.1. [ -5 integraling hesaplayimz.

Cozim

d 1 dt 1 1
/ x =3 1n|t|+c— ln|3:1:+2|+c

3r + 2 t
—
3x+2=t=-3dxr=dt

Ornek 33.2. i 52?:3 5 integralini hesaplayiniz.

Cozim

== [ == te=————+c
5e+17° 5) 8 5-2 5(5z +1)°

bx+1=t=-5bdx=dt

/ 2dr 2 [dt 2t 1
(

Ornek 33.3. S g_ﬁj J:lf?) integralini hesaplayiniz.
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Cozim
B +4r4+13 = (z4+2)°+9

/‘@x+®dw B /"@x+5ﬁm /%@x+4y+ndx /‘@x+®dx +/} dx

22 + 4z + 13 (z+2°%+9 (x+2)°+9 (x+2)°+9 x+2)°+9
(x+2)2+9:t;2(x+2)dx=dt (e+2)=u=sde=du
/dt—l—/ du 1nt+1actanu+c
— — — —ar —
t u?+9 3 3
1 2
= 1n‘(:p+2)2+9‘—l—gaurctam(:c;r )—I—c
O
Ornek 33.4. [ A% integralini hesaplaymz.
Cozim
! A + b =12(A+B)+2(A-B)=4=A+B=0,A-B=2=
= €T — = = — =
22 —4 r—2 x+2 ’
A= 1-B=-1
4ddx dx dx
/x2—4 /x—Q /$+2 njr—2—Inlz+2|+c
T — 2‘
= In +c
T+ 2
O
- 33.5. (x +a)" veya (x — a)" gibi ifadeler varsa basit kesirlere (f_la), (xéZ)z’ s (xfz)n veya (:rﬁ-la)’ (xﬁi)z, s (xﬁz)n seklinde ayrilr.
Ornek 33.6. i Eix_t;z) dx integralini hesaplayiniz.
Cozim
2 1 A B
7(x+3 = + s=>A(@—-1)+B=2r+1=A=2B—-A=1=B=3
@-17  z-1 (@)
2 1 2 3 3
/Mdm = —dx+/72dx:2ln\x—1\——+c
(x—1) r—1 (x—1) x—1
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Ornek 33.7. f

Coziim

Ornek 33.8. f 3

2:(:+4

(—2x +4)

5. INTEGRAL

de integralini hesaplayiniz.

A B Cx+ D

(1+22) (z —1)°
—2xr+4
—2x+4
—2x+4

A+C=0

A-B+20-D=0

A+C—-2D =-2

B—-—A+D=4
/ (—2z +4)
(14 22)(z—1)
2442241

T 2244r

dx

a:—1+(g:—1)2+ 1+ 2

A -1 (1+2*) +B(1+2%) + (Cx+ D) (z —1)° =

A(@® -2 +2-1)+B(1+2*)+ (Cx+ D) (2* — 22+ 1) =
??(A+C)—2*(A-B+2C-D)+2(A+C—-2D)+B—-A+D

D=1
A= —
C=2
B=1

2 1 20 4+ 1
— d ——d —d
/:c—l “/(:5_1)2 “/sz !

1 2z 1
—2In(z—-1)— d
n(z—1) x—1+/ 1+ a2 ij/1—i-x2

=u=2xdr=du

1
—21n(x—1)——1+1n |1+ 2°| + arctanz + ¢
x_

dx integralini hesaplayiniz.
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Coziim Oncelikle pay, paydadan biiyiik oldugu icin pay1 paydaya bolecegiz:

3zt +2 1 190x — 1
o tar+ 1l 302 127 4+ 48 — 0T 4
2?2+ 4o 22 + 4
3xt+ 2 +1 190z —
—dxr = — 12 48) dx — d
/ 2+ 4z /(Sx 7+ 48) du / x? +4x

= 2% — 622+ 48z — 190

= :c3—6:c2+48x—190/ /
x—|—2

r42= t:>dm dt

dt
= x3—6x2+48x—1901n(:c+4)—|—/t2 1
1 A B 1 1
. - AP A iB=02(A-B)=1=A=-B=—-
2 o Tiya AT B=0.2( J=l=A=1 17

1 dt 1 dt
3 2
= -6 48z — 1901 N4~ | — —= [ —
x x° + 48% n(:)s+)—|-4 T2 1/ 112

1 1
= x3—6:c2+48x—1901n(:c+4)+11n(t—2)—iln(t+2),[:c+2:t]

1 1
= :)33—6x2—|—48:£—1901n(x+4)—|—11n(x)—Eln(x+4)—|—c
4
= x3—6x2+48x+1nL+c
4($+4)761

34. Trigonometrik Integraller

34.1. [sinazsinbrdr, [ sinaz cosbrdr, [ cosax cos brdr tipindeki integraller. f sin ax sin brdzx, f sin ax cos bxdx, f cos ax cos bxdx
tipindeki integraller igin

sinarsinbr = —|[cos(a—b)z — cos(a+b)z]
sinarcosbr = —|[sin(a+b)x +sin(a — b) z]

cosaxrcosbr = —]cos(a+b)x+ cos(a—b)z]

N RN~ DN =
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formiilleri kullanilir.

5. INTEGRAL

Ornek 34.1. [ sindx sin Tedx integraling hesaplayinz.

Cozim

/ sin 4x sin Txzdx

1
3 / [cos (—3) & — cos (10) z| dx
1
5 / [cos 3x — cos 10z] dx
! 3 d ! 10 d
5 [cos 3z dr—o fcos 10z, x
3z=t=-3dx=dt 10z=u=-10dx=du
5 [ costat = o [ cosud
— [ costdt — — [ cosudu
6 20
1
5 sint — 20 sinu, [3z = t, 10z = u]
1
ésin3x — 2—Osin10x+c

Ornek 34.2. [ sin bz cos 3wdx integralini hesaplayinz.

Coziim

/ sin bz cos 3xdx

% / [sin (8) z + sin (2) 2| dx
1 . .
3 / [sin 8z — sin 22| dx

! i 8 d ! i 2 d
5 | sin x z— 5 [ sin T x

8r=t=8dxr=dt 2e=u=2drx=du

1 ) 1 )
6 sin tdt — 1 / sin udu

1
~16 cost + 7905, 8z =t,2x = ul

1 1
—Ecosﬁix—i- Ecos2x+c
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Ornek 34.3. [ cos 4x cos 3xdz integralini hesaplayimaz.

Coziim

/cos4xcos3xd9§ = %/[COS (7)x + cos (1) x] dz

1
= 5/[COS7SL’—COSSL’] dx

1 1
= — [ cos Tx dr — = [ coszdx
2 ~~ 2

Te=t="Tdr=dt

1 1
= — [ costdt — — | cosxdx
14 2

1

= ﬁsint— isinx, [Tz =t]
1

= ﬁsirﬂx— §sinx+c

34.2. [sin” xcos" zdr tipindeki integraller. [ sin™ x cos" zdx integralini hesaplarken

(1) m tek ise cosx =t

(2) n tek ise sinz =t

(3) m ve n tek ise cosz =t veya sinx = ¢ doniigiimleri yapilmahdir.

(4) m ve n her ikisi de ¢ift ise cos? x = B2 gin? ¢ = 1=02¢ donigiimleri ile kuvvetler digiiriiliir,

(5) Integral sin 2 ve cos z fonkisyonlarmim rasyonel kombinasyonu seklinde ve sin z yerine — sin z ve cos z yerine — cos 2 yazildiginda
rasyonel ifadenin igareti degigiyorsa cosx = ¢ dontigiimi yapihr.

(6) Integral sinz ve cosx fonkisyonlarinin rasyonel kombinasyonu seklinde ve sin x yerine — sin x ve cos x yerine — cos x yazildiginda
rasyonel ifadenin isareti degigmiyorsa tanx = t veya cot x = ¢ doniisiimii yapilir.

Ornek 34.4. S sin® x cos® xdx integralini hesaplayinaz.
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Coziim m tek oldugundan cos x = t dontigiimii yapilir.
cosr = t= —sinxdr =dt

/ sin® z cos® xdx = / sin® : cos? z sin zdx
4
= —/(\/1—t2> t2dt

1—12)" 2dt

i 2Ll
= ——+4- = c
7 5 3
cos’ x N 2 . I N
= — —cos’x — =cos” T+ ¢
7 5 3
Ornek 34.5. [sin'zcos® zdz integralini hesaplayimz.
Coziim n tek oldugundan sin x = ¢ dontigiimii yapilir.
sinx = t= cosxdr = dt

/ sin* z cos® zdr = / sin* z cos” x cos zdx
= / t (M)th
= /t4(1—t2)dt
= /(—t6+t4) dt

= —i+1t5—|—c
7 5
sin"x 1 .5
= — z +gs1n T +c

Ornek 34.6. [ sin® z cos® xdx integralini hesaplayinaz.
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Coziim m ve n tek oldugundan sinx =t veya cos x = t dontigiimii yapilir.
sinx = t = cosxdr = dt

/ sin’ z cos® xdx = / sin” z cos® x cos wdx
= /t9 (\/@)2&
= /t9(1—t2)dt
= /(—t”+t9)dt

_ = Loy
T o127 T
sin12:c+ I . 5 n
= — —sin" 4+ ¢
12 10
O
Ornek 34.7. [ cos’ xdx integralini hesaplayinaz.
Coziim n tek oldugundan sinx = ¢ dontigiimii yapilir.
sinx = t= cosxzdr =dt
/ cos’ xdr = / cos” z cos xdx
4
- /(x/l—t2) dt
= / (1—)at
= /(t4—2t2+1)dt
1 2
= P — =t 4+t
5 3 +i+c
1.5 2 3 4 sing 4
= —sin’z — —sin”z +sinz + ¢
5 3
O

Ornek 34.8. [ sin* x cos® xdx integralini hesaplayinaz.
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2 14cos 2z

Coziim cos® x = 5 1cos2e

,sin®x = 1_C2 dontigiimleri ile kuvvetler digiirtliir.

sin*zcos’z =

1—cos2x)? 1+ cos2z
2 2

—

1 — 2cos2x + cos” 2z) (1 — cos 2x)

—

1 — 3cos2x + 3cos? 2z — cos® Qx)

1 4
1—3C0825L’+3¥ —C0832£L’) =

1+ cosdzx B
2

7 N

/sin4 xeos® xdr = (1 —3cos2x + 3 cos® 23:) dx

3 3 3 1
— 1—631n2x—|— % + 6—481n4x— §/00532xdx

ol =

cos® 2x cos 2xdx, sin 2z = t = 2 cos 2xdx = dt

/ cos® 2xdr =

1 2
- 5/(\/1—152) dt
1 1 1 1 1
= 5/(1—t2)dt:§t—6t3:§sm2x—ésm32x
3 3 3 1/1 1
/sin4zcos2xdx = %—1—68m2x—|—%—|—@sm4x—g(§sin2z—gsin32x)—I—c
= iSiHBQZ'——SiHQ:L’—I—i[L’—l—ESinéL:E—I—C
48 4 167 64

Ornek 34.9. [ ig;z Ldx integralini hesaplayiniz.
Cozim
(—sinx)’ sin®

(— cos :)3)2 cos?
oldugundan

cosx =t = —sinxdr = dt
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dontigimi yapilir.

.3 . o T—2)>
/sm 2jalx = /sm zsmxalx /th

cos? x cos? x 12
1—t2 1
= / dt = / dt — | — =t+ - r +c
= coszx +
cos x
O
Ornek 34.10. [ cos® xtan® xdx integralini hesaplayinz.
Cozim
cos® 2 tan® 7 — cos® o sinz )’ _ sinz r  (—sin m)z L sin®
COS T cos? x (—cos ) cos? x
oldugundan
cose =t = —sinxdr = dt
doniigimi yapilir.
5 4 1 — t2 4
sin sin vV
/cosgxtanE’ rdx = / ! xdw = / e sin xdx = —/th
cos? x cos? x 12
(1—12)? / dt / ) 1
= [~ dt=2[dt- Pdt =2t+~— = +¢
/ 12 2 t 3
cos® x
= 2cosz + —
COS & 3
O

Ornek 34.11. S integralini hesaplayiniz.

sin? z cos4
Coziim
1 1

(—sin x)z (—cos :L’)4 "~ sinfzcostx

oldugundan
dx

cos? x

tanz =t = =dt
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dontigimi yapilir.

/ dx B / 1 dx /
sinfzcosty sin?x cos2x cos?x 2
\/1+t2 \/1+t2
1 tz d t3
— /(_'_ dt—?/dt+/—2+/2dt—2t——+3+c

1 tan® :17

= 2tanx —
tanx 3

34.3. [tan™ xsec” zdx tipindeki integraller. [ tan™x sec” xdx tipindeki integraller igin

(1) n cift ise tanx = ¢ dontigimii yapilir.

(2) m tek ise sec x = t doniigiimii yapilir.

(3) m=0,n=1ise yanl [ sec xdx 1ntegralini hesaplamak igin integranti (sec x 4 tanz) ile ¢arpip boliintir.
(4) m gift n tek ise tan?z + 1 = sec? x doniigiimii yapilarak sec x in tek kuvvetleri haline getirilir.

Ornek 34.12. [ tan®zsec* adx integralini hesaplaymaz.
Coziim n = 4 ¢ift oldugundan

tanx =t =

cos? x

dontigimi uygulanir.

6
7itz)
( ot
ngdt:/tﬁ(1+t2)dt:—+—+c
1

6 4 sin®r 1 dz
tan® zsec” xdx = 5 5 5 =
cosb x cos? x cos? x 7 9
14+¢2

tan” N tan®
7 9

Ornek 34.13. [ tan®zsec® xdx integralini hesaplaymaz.

Coziim m = 5 tek oldugundan
secr =t = tanxzsecxdx = dt
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dontigimii uygulanir.

4
5 3 4 2 sin® ( ti_l) 2 (42 2
/tan rsec® xdr = /tan T sec xtanxsecxda?:/ tanxsecxdxzfidt:/t (t —1) dt =

6 1\6
cos® x (;)
7 3 sec’ sec®>r  secdx
= =2 ) dt = — —2— + — = -2
/( +t%) - 25+ g e - —

O
Ornek 34.14. [ sec zdx integralini hesaplayiniz.
Cozim
(secx + tan ) sec? z + sec x tan
secxdr = secx dr = dx
(secx + tanz) sec T + tan
——— —
=u=(sec? z+sec z tan z)dz=du
= lIn|secx + tanzx| + ¢
O

Ornek 34.15. [ tan? x sec zdx integralini hesaplayiniz.
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Cozim

/tan2 rsecrdr = / (sec2 T — 1) secxdr = / (sec3 T — sec :5) dx

/ sec® xdr = / sec z sec? xdx

secr = wu= secttanzdr = du,sec’ zdx = dv =v =tanz

sec® xdr = secztanz — / sec x tan? xdx
_ 2
= secxtanx—/secx(sec x—l) dx
_ 3
= secxtan:c—/(sec x—secx) dr =

1
/sec?’xd:)s = —secxtanx+§/seca:da:

N — DN =

1
= secxtanx+§ln\secx+tanx\:>

(se(33 T — sec :5) dx

/tan2 rsecxdr =

—

1
sec ztan x + 5 In|sec z + tan x| — In [sec z + tan x| + ¢

| — DN —

1
secxtanx — §ln|sec:)5—|—tan:£| +c

34.4. [ cot™xzcsc” zdx tipindeki integraller. f tan” x sec” xdx tipindeki integraller icin

(1) n ¢ift ise tanz = t doniigimii yapilir.

(2) m tek ise sec x = t doniigiimii yapilir.

(3) m=0,n =1 ise yani [ cscadx integralini hesaplamak i¢in integrant1 (cscx + cot x) ile garpip boliiniir.
(4) m cift n tek ise cot? z + 1 = csc? x doniigiimii yapilarak cscx in tek kuvvetleri haline getirilir.

Ornek 34.16. [ cot?® z esc xdx integralini hesaplayiniz.
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Cozim

/ cot® xesct xdr = / cot® x csc? x esc? wdr = / cot® x (cot2 T+ 1) csc? xdx

cotx = u= —csc’xdr = du
/cot3 x (cot2 T+ 1) cscxdr = — / u® (u2 + 1) du
ub  ut
-6 1
cot®z  cotlw
= — c
6 4
O
35. irrasyonel fonksiyonlarin integrali
35.1. [ \/ﬁ tipindeki integraller. Bu tipteki integralin hesab1 a, b, ¢ katsayilarina gore degisir.
(1) b — 4ac > 0 ve a < 0 ise ifade [ \/% ifadesine doniigiir ve burda da [ \/% = arcsin = 4 ¢ integralinden faydalanlr.
(2) a > 0 ise ifade [ # ifadesine doniigiir ve burda da [ \/% = In |t + V{2 £ m?| + c integralinden faydalanilr.
Ornek 35.1. [ \/ﬁ integralini hesaplayiniz.
Coziim
—2?+25+3 = —(x —23:—3) = — x—l) —4]=4— (v -1)
/ dx / / = arcsin ! +c
= resin —
V—z?+2r+3 [4— (z - 1) \/ V4 —t2 2
= arcsin (z = —i— c
O

Ornek 35.2. [ ﬁ integralini hesaplayiniz.
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Cozim

A 44z +3 = (2v+1) +2

— >

1 dt
_ 5/ ln‘t—i—\/tz ‘—i—c

\/(2x 4+ 1) 2 4 2051t Vi +2
~In 2$+1+\/(2x+1)2+2‘+c

/ dx B
Vi + 4z +3

35.2. [ 2ttty tipindeki integraller. [ =2tz tipindeki integraller i¢in agagidaki islemler yapilr:

vVaxr?2+br+c Vax?4br+c
m m n
rtn . / T de+ / dz
\/a$2+bm+c vax?+bx +c vax?+bx +c

m 2ax

1
da:+n/ dx
vax?+bx +c vax?+bx +c

m 2ax +b—b

\/ax2+bx+c /\/ax2+bx+c

2 b
- ar dx +

(%) | e

n—— dx

2a \/a$2+bx+c 2a ax? +bx +c
——_———

=u=(2az+b)dr=du
du n ( mb) / p
— n—— x
Vu vax? +bx + ¢

i () /VW

yukaridaki 1ntegral gibi gozulur

Ornek 35.3. i %dm integralini hesaplayiniz.



Cozim

/

35.3. |- L

mz+n)varZ+br+c

Ornek 35.4. S mdx integralini hesaplayiniz.

dx tipindeki integraller. f
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3z + 2 2
Ldl’ 3/ $dl’ —l— / —dZL’
Va2 +4x +1 Va2 +4dx +1 Va2 +4x +1
3 2 2
ot [
2) Vart+dx+1 Va2 +4x +1
3 20 +4—4 2
2) Va2+4xr+1 2 +4r +1
3 2 + 4 —4
5 / v R S —
2 ZL’2+4ZL'—|—1 VI +4l’+1
N————
=u=(2z+4)dz=du
d 1
g / o 4/ dz
v Vi@+2)?-3
3v2r +4—41In x+2+\/(x+2)2—3‘ +c
|

1
(mx+n)vaz?+br+c

1
mx+n

dx tipindeki integraller i¢in = t doniigtimii yapilir.
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Cozim

1 1 1 1
el de———at
t i TTTR

T
e =~ et ) Lo e
T = S - _

(x —1)vVa? +3 (l+1)2+3 2 t\/ (412 +2t + 1)
= s

4t2+2t+ \/T% d =u 2 \/u27+§
U+ u2+§
V 4
L Y LY Y (. 2+2 LN Y
2o 2 |z—1 0 2 z—1 z—1

(x +3) 243
2(x—1) (z —1)°

1
+¢c = ——In

= ——1In
2 2t+%:u 2

1
2t—|—§+v4t2—l—2t—l—1‘—l—c

+c

1
—n)"Vaz2+bz+c

1

35.4. [ dx tipindeki integraller i¢in — =t dontigiimu yapilr.

1 . . « .
(I_n),,,L\/aszrbHCdm tipindeki integraller. f =

Ornek 35.5. S de integralini hesaplayiniz.
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Cozim

! t = 1 1:> 1+1:>d 1dt
— €r — = — Tr = — xr = ——
r—1 t t t2

/ 1 m——/ t CJJﬁ__/ dt
(z— 1) Va2 + 2z — 2 \/1+12+2 (+1)-2 2 \/i (12 +4t+1)

- /‘ / /‘t+2—2dt

Vﬁ+4¢+ \/t+2 ViE+2)? -3
- (t+2)dt

/t+2 /t+2
t+2v
(t+2 —3—u
2(t +2)dt =
dv

:—_/i —————JWQmu+v ‘+c

= —MQ+2f—3+2mt+2+V@+2f—#+c
1 2 1 1 2
= - +2) —3+2In +244/——+2) —3|+c
r—1 r—1 r—1

- _ijly@“ﬂx—@+2m =

+c

2x 1
+ 2+ 2x — 2
r—1 \/(x_1)2( )

V42— 2 20 — 1+ Va2 + 2z — 2
= ——— +2In +c
r—1 z—1

36. Belirli integraller

Ornek 36.1. Asaqidaki sekilde verildigi tizere y = 1 — 22 egrisi ve x = 0,y = 0,2 = 1 dogrular: ile kisitlanan R bélgesinin alalnina
hesaplayiniz.
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! \

o
w
=)

(} (.5 I

Coziim Bu alani hesaplamak icin, ticgenin alalmi dikdortgenin alani gibi belirli bir formil bulunmamaktadir. Ancak baz yaklasimlar

yaparak tahmini bir deger séylemeye calisalim. Oncelikle 0, 1] arahigin 2 esit pargaya bolerek buralardan egrinin tistiinde kalacak gekilde
dikdortgenler ¢izip bu dikdortgenlerin alaninin hesaplayalim:
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0 (.5 !

A%1*0.5+§*0.5=0.875

Bu alan elbette R bolgesinin alamindan biiytiktiir. Simdi biraz daha yakin bir ¢éziim bulalim ve [0, 1] araligim 4 esit pargaya bolerek
buralardan egrinin tistiinde kalacak sekilde dikdortgenler ¢izip bu dikdortgenlerin alaninin hesaplayalim:
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(0, 1) [ M

L=
=

o5k i i6)

0 025 03 Q75 I

15 3 7

Bu alan elbette R bolgesinin alanindan biytktiur. Bu sekilde gercek alandan daha biiyiik sonug elde edilen bu toplamlara st toplam
denir. Simdi de tam tersini yani R bdlgesinin alanimndan az olacak sekilde sonuglar alahm ve [0, 1] araligim 4 esit pargaya bolerek
buralardan egrinin altinda kalacak sekilde dikdortgenler ¢izip bu dikdortgenlerin alaninin hesaplayalim:
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0 (.25 0.5 (.75 |
An 20025+ 24025+ L %025+ 0%025 = 053125
N D025 5 #0254 w0 25=0.

Ve tabii ki bu elde ettigimiz tahmini alan R bolgesinin gercek alanindan bu sefer kiigiik olacaktir. Bu egkildeki toplamlara da alt
toplamlar denir. Ve son olarak alanlarda orta nokta kurali diye adalnadirilan bir yaklagim yapalim. Yine de [0, 1] araligini 4 esit pargaya
bolerek buralardan araligin orta noktasindan gececek sekilde dikdortgenler ¢izip bu dikdortgenlerin alaninin hesaplayalim:



252

5. INTEGRAL

y=1—-x°
S
b |
N (2.9
, El-i. m]
.
0.5 F \
i X
: : i
il (.25 (.5 .75
0.125 0.375 (1.625 (1.875

55 39

15

Az@*0.25+—>|<O.25—|——>x<0.25+—*0.25:0.67188

64

64 64

64

Su ana kadar [0, 1] araligim 4 esit parcaya bolerek iglemlerimizi yaptik. Asagidaki tabloda araligi boldiiglimiiz alt araliklara gore alt
toplam,iist toplam ve orta nokta kuralini ait degerleri verelim:

Alt araliklarin Sayist | Alt Toplam | Orta Nokta Kural | Ust Toplam
2 0.375 0.6875 0.875

4 0.53125 0.671875 0.78125

16 0.634765625 | 0.6669921875 0.697265625
50 0.6566 0.6667 0.6766

100 0.66165 0.666675 0.67165
1000 0.6661665 | 0.66666675 0.6671665

Bu tabloya gore aralik sayisi arttikca degerlerin birbirine ¢ok yakinlagtigini ve bu degerin de R bolgesinin gercek degerine yakinsadigini

gorebiliriz.

O
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37. Araligin Parcalanmasi

Integral teorisinin temel kavarami olan parcalanma tanimini verelim:

37.1. [a,b] aralginia = xo < 11 < T2 < ... < b= x, olacak sekilde n alt araliga bolelim. P = {xo, x1, s, ..., x,} kimesine |a, b]
araluginan bir parcalanmasy denir. [xo, x1], [T1, 23], ..., [Tn_1, 2] araliklarina da |a,b] araliginan P parcalanmasina karsilik gelen kapaly

alt aralige denir. Axy, = xp — x)_1 saypsina [Tx_1, vx] araligimn boyu denir ve alt araliklarinin boyunun en biyigine P par¢alanmasinin
normu denir ve ||P|| ile gosterilir. Eger tiim araliklarin boyu esit ise bu par¢alanmaya dizgin parcalanma ade verilir.

Ornek 37.2. [1,2] araligiman par¢alanmalary Py = {1, %, 2} Py = {1, %, %, 2} olmak tizere bu parcalamalarin normlarine bulunuz. Bu
parcalanmalar diuzgun parcalanmalar madur?

Coziim P, parcalanmasi aralik boylarina bakalim.

3 1
Ay = 3 1= 5
IR = max Ay, A0} =
ve P; parcalanmasi diizgiin parcalanmadir. P, parcalanmasi aralik boylarina bakalim.
5 1
R
R
|1P] = max{A;, Ay, As} = %
ve P, parcalanmasi diizgiin parcalanma degildir. 0

BB 37.3. Ejer P parcalanmas: diizgin bir parcalanmast ise

|P|| = 0<n— oo

37.4. a1 +ay + - - + a, toplami kisaca Y, _, a semboli ile gosterilir. Burada ), semboliine toplama sembolii denir ve sigma
diye okunur.

‘Lemma 37.5. 1) Toplama Kural: 37, (ap +by) = S0 a, + S0, by
2) Cikarma Kurale: > (ar, —by) =D 0y ak — Y py bi
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3) Sabit ile Carpma Kurali: Y ,_ cap =cy ,_, ai
4) Y c=cn

- 37.6. Toplam sembdolii ile ilgili bazy formuller asagida verilmistir.
DY k=1+2+3+ - +n="00

2
ST K=+ B 4Bl = [%}

n 1 1 1 1 1 n
W mmem =12 Tas T aa T T A = e

Ornek 37.7. 317 (3k2 — 2k + 10) toplamina bulunuz.

Cozim
10 10 10 10
> (BK —2k+n) = 3> K -2> k+10) 1
k=1 k=1 k=1 k=1
10%11%21  _10% 11
=3 ~2 +10%10
6 2
= 1145
O

37.8. f:[a,b] = R fonksiyonu sirekli olsun. [a,b] araliginin P = {x, x1, X2, ...,x,} par¢alanmast icin

M, = max{f(z): 251 <z <}

my = min{f (z):z_1 < x < a4}

olsun.
A(f, Py =) mpAz,  U(f,P)=) MAx
k=1 k=1

toplamlarina swrasu ile f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen alt toplama ve st toplama denir. xj € [xg_1,zg] alt araliginda
alinan herhangi bir nokta olmak tzere

R(f.P)=)f(z})An

toplamina f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen Riemann toplama denir.
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LB
¥ y=riz) pafi)

0| @ X h

T :
a Rp¥p myayas b _’.‘""‘""""TC’F"'“'
s (%, olhmklxg_x, 1
1] 0 X%y Xy xgxg b Ust tonlam sl s s okl
alinmzghr

Al teglam

Her P parcalanmast icin

A(f,P)<R(f,P)<U(f.P)

onermesi dogrudur.

Ornek 37.9. f(x) = 2* fonksyonunun P = {1, g,2},P2 = {1, %, %, %,2} parcalanmalarina karsilik gelen alt ve st toplamlarina
bulunuz.

o LEE

— : 3

] I b X Py igin Dst toglnom
Fyowin alt toplam
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Coztim

A(f,p) = f(l)*—+f<g)*%

U(f,P) = f(é)*l—l—f(Q)*%

A(f,P) = f<1>*1+f@*

U(f.P) = f(g)*%%—f(g)*%+f<£)*%+f(2)*%
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P igin alt woplam Py tgin iist mplam

37.10. f,[a,b] araliginda sinarly bir fonksiyon olsun. Eger

1 Pll—0

lim Z flzp)Arg =1
k=1

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun a dan b ye integrali denir ve

/abf(x)dat

ile gasterilir. Bu durumda f,[a,b] tzerinde integrallenebilirdir denir.

Ornek 37.11. fol x2dx integralini hesaplayinaz.

Coztim [0, 1] araligini esit uzunluklu n parcaya bélelim:

2
o = 0,11 = ,$2=ﬁa---aﬂ7k:

S|



258

ve Az = xp — 151 = £ — =1 — L glacaktir.
n n n

A(f,P) =

U(f.P) =

5. INTEGRAL

> s = (A1) Lo Ly may
k—1) ATk = o n o3
k=1 k=1 k=1
1 s
Ez(k — 2k +1)

k=1
1 n(n+1)(2n+1)_2n(n—|—1)+n
n3 6 2
L[ls 1., 17 1 1 1
w30 2" 76 T3 2n ' 6n?
- RN 1,
S ra)dn =3 (£) L= 3
k=1 k=1 k=1
Lam+1)@2n+1) 1 [1, 1, 1
P 6 I A
1,11
3 2n  6n?

Pargalanma diizgiin oldugundan || P|| — 0 < n — oo kural gegerlidir. O halde

A(f,P) < R(f,P)<U(fP)=
lim A(f,P) < lim R(f,P)< lim U(f P)=
1Pl|l—0 . P) 1Pll—0 . P) 1Pl|I—0 (. P)
11 1 L. 11 1
[t 1 e 1L
nh—{glo [3 2n+6n2] - /Ofl,’d.flf_nh_{lolo [3+2n+6n2]:>

1 1 1 1
< / 2dr < = = 22dr = =
0 3 0 3

BEBEE 37.12. [, [a,0] aralginda sinurh bir fonksiyon olsun. Ejer

1) f strekli ise integrallenebilirdir.
2) [ parc¢aly strekli ise integrallenebilirdir.

3) f monoton veya iki monoton fonksiyonun toplami seklinde yazilabiliyorsa integrallenebilirdir.
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1, x — rasyonel

0.7 — irrasyonel fonksiyonu integrallenemeyen bir fonksiyondur. Ctinki

Ornek 37.13. f(z) = {

A(f,P) = > mpAz, =0
k=1

k=1

A(f,P) < R(f,P)<U(f,P)=
||1131|T20A (f.F) < ”113i|:|rgoR (f.F) < ||11)i||130 Ui P) =

lim [0] < /lf(a:) de < lim [1] =

n—oo n— oo

0 < /Olf(x)dxglé/olf(x)dx:?

BEORER 37.14. f.[a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Her x € (a,b) igin F'(x) = f(x) olacak sekilde siirekli bir
F :la,b] = R fonksiyonu varsa

/f@mm=F@—Fm>

dwr. Bu formiile Newton-Leibnitz formiliu de denir.

_ 37.15. f,g,]a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
1) faaf(x)dZE:O
b a
2) [0 f (@)de = — [ f (z) do
3) Integralin degeri integrasyon degiskeninden bagimsizdir. Yani fab f(z)dz = f; f(t)dt = fab f(u)du
4)ce(ab), [} f(@)de= [ f(a)de+ [ f(v)da
b b b
5) [, (f(x) £g(@)de = [, f(x)dr £ [ g(x)dz



260 5. INTEGRAL

¥
¥ =2fix)
¥ =fx)
/'/’
- — i
= b =fix)
/\.\_‘
- — + X
1] a | W———
0 a b

(a) Zero Width Interval:
(b) Constant Multiple:

/ fix)dx = 0. rb rb
a / .{'H.\')d.\'=k/ filx)ex.

(The area over a point is 0.)
(Shown fork = 2.)

J

— ) = fix) + gix)
- ] g
/'/\/ y = gix) e
£ ‘-‘='ﬂ‘l"1/( N
- e
¥ = fix) /’/
i _ b Sixydx
Me W E = i e y
Ja
(€) Sum: ol a b €
b b b
¢ o x = ¢)dyx + o x) d g . & d
/, (flx) + glx)) dx [ flx) dx [&'" dx (d) Additivity for definite integrals:

b e ¢
Faeneid) / fix)dx + / fix)dy = / fix) dx
Ju Jb Ja

(")rnek 37.16. fl f(z)dx =5, f1 r)dr = 2f g (x)dx =17 ise

Z)f4 dx——fl a:)dx——(—Q)—Q
2) [ [2f (x) +3g (x)]de =2 [, f(x)de +3 [} g(x)de =2%5+3%7 =31

3)f_1f dx:f_lf(x)d:v+f14f(x)dx:5—2:3

Ornek 37.17. fol x2dx integralini hesaplayinaz.

Coziim
1 31
1
/ Pde=21] =2
0 0
- 37.18. f f (g () dx integralinde g (x) = w dontgimi yapilarak integral fgg(f))

Ornek 37.19. fo cos®? xsin zdx integraling hesaplayiniz.

¥

f(u) du formuna dénisir.



38. INTEGRALLENEBILEN FONKSIYONLAR ICIN ONEMLI OZELLIKLER 261

Cozim
w/2 0 1 5/2 1 2
/ cos®? r sin zdx = —/ u?du :/ Wdu=2_| =2
0 CoST =1 1 0 5/2], 5
—sinzdr = du
cos(0)=1=u
cos (g) =0=u
O
Ornek 37.20. OW/ ? 1j§fn€xdat integralini hesaplayiniz.
Coziim
™2 cosx U du 1
————dz = — = arctan u|,
o l+sin“z SinT=u o 1+u
cosxdxr = du
sin(0) =0=u
sin (g) =1l=u
T T
= arctanl —arctan() = — — 0 = —
r r 1 1
O
Ornek 37.21. fOWZECOS xdx integralini hesaplayiniz.
Coziim (LAPTU)— 2 :polinom, cos x —strigonometrik
r=u=dr=du cosxdr=dv= —sinz =v
/ rcosxdr = — rsinzl] +/ sin xdx
0 0
= —msinm+0sin0 — cosz|; = —cosm + cos 0 = 2
O

38. Integrallenebilen Fonksiyonlar i¢in Onemli Ozellikler

_ 38.1. f,[a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
1) Va € [a,b] igin f (x) >0 ise [ f (z)dz > 0.

2) [ f (@) da] < [21f ()] da
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_ 38.2. f:|—a,a] — IR araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
1) f—tek fonksiyon ise yani f (—x) = —f (x) saglanyorsa f_aa fz)de =0

2) f—cift fonksiyon ise yani f(—z) = f (x) saglanyorsa ffa f(z)der =2 foa f(z)dx

(a) f even, ﬂ_‘d flxyde =2 j'““ flx)dx  (b) f odd, f_"d flx)dr =0

Ornek 38.3. I8 zicose g integralini hesaplayiniz.

m 1+sin'0 z
Cozim
23 cosx (—x)® cos (—x)
r) = —— = f(—z) =
F) = 2O ()
—xdcos (x)
1 +sin'(z)

oldugundan f—tek fonksiyon o halde [~ zicose o — (),

—m 14sin*” x

Ornek 38.4. f_22 (z* — 422 + 6) dx integralini hesaplayinz.
Coziim
flz) = a* =422 +6= f(—z)=(—2)' —4(—2)*+6
= ' — 42 +6=f(2)
oldugundan f—cift fonksiyon o halde
2 2 o 23 2
/ (174—4:E2+6)d:v = 2/ ($4—4z2+6)d9&:2 |:——4——|—6£E:|
-2 0 ) 3 0
> 3 232

2
= 2% |— —4x — 2| = —
*{5 *3—1—6*} 15
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_ 38.5. f:]a,b] = IR fonksiyonu integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
t)

1) F(z) = [T f(t)dt ile tanamlanan F (x) fonksiyonu her noktada diferansiyellenebilirdir ve F' (z) = f (z).
2) F(z) = fau(x) f(t)dt ile tanemlanan F (x) fonksiyonu her noktada diferansiyellenebilirdir ve F' (x) = f (u (z)) ' (x).
3) F (a:) = fvb(m) f( ) dt ile tanimlanan F (z) fonksiyonu her noktada diferansiyellenebilirdir ve F' (x) = —f (v (x)) v’ (x) .

4) F(x f( t)dt ile tanamlanan F (x) fonksiyonu her noktada diferansiyellenebilirdir ve F' (z) = f (u (z)) v’ () — f (v (x)) o' ().
Bu fm’mule Lezbmtz formulu de denir.

Ornek 38.6. F (2) = Iy e’ dt olduguna gore F' (z) = e denkleminin koklerini bulunuz.
(oztiim

F(:c):/ Fdt=>F (1)=e¢" =e=a?=1=z==1
0

Ornek 38.7. Asaqidaki ifadeleri hesaplayiniz.

1)L [* costdt 2) 4 dx N 1+t2dt
3) %f;?)tsintdt 4) L fl cos tdt

5) L [T sin () dt 6)lim, 0% 7 Lrdt

0 112
Coztim 1)
d X
T costdt = cosx
2)
d S| 1
— dt =
dr J, 141t 1+ 22
3
) o
d_/ 3tsintdt = —3xsinx
x X
4)
IE2
T cos tdt = cos (932) 2x
T
5)

22

T : sin (t2) dt = sin (m4) 2x — sin (tz)
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6)
1 (% ¢
im — ——dt = 00.0
L’Hopital Kuralindan
€T 2 2
1 T . % 0 JW . 11:(;4
rg%? 0 1+t4dt - 91011% %(:L’z) _m—>0 2x
— lim—— =

z—0 2 (1 + :L’4)
O

38.8. f :]a,b] = IR fonksiyonu integrallenebilen bir fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonunun [a,b] araligindaki ortalama degeri

1
yzb_a/af(éf)dx

ifadesi ile hesaplanir. Buna gore
b
[ 1@ =0-ay

oldugundan integral (pozitif bir fonksiyonun altinda kalan alan) eni b — a boyu y olan bir dikdértgenin alanina egittir.

by

y=f(x)

|

v

Ornek 38.9. f () = 2? fonksiyonunun [0, 3] aralgindaki ortalama degerini hesaplayinaz.
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Cozim

g:ﬁ ng(:c)dx:%/()gxzd:c:%%gjzi’)
U
_ 38.10. (Ortalama Deger Teoremi) f : [a,b] — IR fonksiyonu integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
1 b
f@) =5 [ T
olacak sekilde en az bir T € [a,b] sayist vardur.
Ornek 38.11. f(x) = mx + n fonksiyonun [a,b] arabgindaki ortalama degerini bulunuz. Fonksiyon bu ortalama degerini hangi
noktasinda alir?
Coziim
g = bia/abf(:c)dx: bia/ab(m:chn)dx: bia m%z—l—nxi
= bia (% (v* — a?) +n(b—a)) :%(b—i-a)—i-n
7y = f(@)= %(b+a)+n:mx+n:>x: b;a
U

Ornek 38.12. Taban yaricapr 3cm yuksekligi 12cm olan bir dik dairesel koni tepesinden y birim uzakta tabanina paralel bir dizlem ile
kesiliyor. Elde edilen dairesel kesitin alaninin ortalama degeri nedir?
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- S

12

Coziim Dik dairesel koninin i¢ kesmindeki dik iiggendeki benzerlikten

rooy
_ = — :4
312 YT

Kesitin alani:

A=nmr’=r Y 2—i7T20< <12

Buna gore ortalama alan

1 12 1 12 1 T 12
Z - PN A d = — —_— 2 d —= 2d
oo AW 12A (uﬁy)y 12u6£ v
312 3
_ Ty 12
192 3|, 192 3

O

_ 38.13. (Genellesmis Ortalama Deger Teoremi) f : [a,b] — IR, g : [a,b] — IR fonksiyonlar: aym isaretli ve integrallenebilen
bir fonksiyonlar olsun.

[ r@o@a=r@ [s@
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olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) sayise vardor.

Ornek 38.14.

1 4
1
0< / xizdx <=
o (14 a%) 8
oldugunu gosteriniz.
Coziim

1’3

f () :xag(x):m

olarak secersek Genellesmis ortalama deger teoreminden

! z? ! 3 ¢ [*du c c1)?
0 (1—1—.7}4) 0 (1—|—x4) 1+2t=u 4 /1 u 4u 4 u
4z3dr = du
r=0=u=1
r=1=u=2






CHAPTER 6

Belirli integrallerin Uygulamalari

Bu boliimde belrili integraleden faydalanarak, alan hesabi, hacim hesabi, egri uzunlugu hesaplanmasi, kiitle merkezi ve donel yiizeylerin
hacmi gibi konular ele alinacaktir.

39. Alan Hesab1

y = f (z) fonksiyonunun = = a,z = b ve Oz— ekseni ile simirlandirililmig bolgenin alanini

Azlﬂﬂwa

formiilii ile hesaplariz. Aym seklide x = u (y) fonksiyonunun y = ¢,y = d ve Oy— ekseni ile simirlanrililmig bélgenin alanim

Azlﬂwwwy

formiilii ile hesaplariz.

x =u(y)

269
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Ornek 39.1. y = x* egrisi, v = 3,2 = 6 dogrusu ve Ox— ekseni ile sinarlandirhlmas bolgenin alaniminy bulunuz.

i.y ytxz

Cozim
6

(6° — 3%) =63

1
, 3

6 6 3
A:/ ‘xQ‘dx:/ 22dr = =
3 3 3

Ornek 39.2. Dérdincii bolgede y = 23 — 3x egrisi ile Ox— ekseni tarafindan sinarlandirililmas bélgenin alaninany bulunuz.

Vi/~ \lo /

R
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Cozim

4 2

4 2

v 3 V3 3 ot 3223 V3 3% (V3 9
A:/O ‘x —Bx‘dx:—/o (x —Bx)dx:____ :_<( ) ( ))

0
0J

Ornek 39.3. y = a2 — 4z + 3 egrisi ile v = 2, x = 4 dogrular: ile Ox— ekseni tarafindan siarlandirililmas bolgenin alaninine bulunuz.

¥y
T y=x2-4x+3

\”/Lx

Lo

Cozim

4 3 4
A = / ‘x2—4x+3}dx:—/ (x2—4x+3)dx—l—/ (x2—4:)3+3)dx
2 2 3

3 3 4

3
—l—%—3x2+3x

= —x——2x2+3x
3 2 3

33 23
— —<§—2*32+3*3)+<§—2*22+3*2)

43 33

— —2%x4%>+3 x4 = _2%324+3%3
3 3
+

_'_
2
3

OOI)-»B
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Ornek 39.4. y =a> egrisi ile y = 1,y = 8 dogrular: ile Oy— ekseni tarafindan sinarlandurililmas bolgenin alaninine bulunuz.

by

7=

"X

Cozim

® * 1/3 y'/? "3 4/3 4/3
A:/ 3ydy:/y dy=—=| =- (87" -1
vy = | 73,71 )
5
4

Ornek 39.5. Yy = % egrisi ile v = 1,x =t dogrular: ile Ox— ekseni tarafindan sinirlandurililmas bolgenin alaninint bulunuz.
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.H};

Cozim
f11 “1
A:/ — d:c:/ —dr = Inz|; =Int
1T 1 x
Boylece herbir t sayisina karsilik gelen alan t'nin dogal logaritmasidir. 0

39.1. iki Egri Arasinda Kalan Alan Hesabi. f () ve g (z) fonksiyonu ve z = a, 2 = b dogrular ile simrlandirhlimg bélgenin
alanini

b
A= [ 1@ - g@lda
formiilii ile hesaplariz. Aym sekilde k (y) ve h (y) fonksiyonu ve y = ¢,y = d dogrular ile simrlandirihlmig bolgenin alanimi
d
A= [C1k) - h )l dy

formiilii ile hesaplariz.
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= (x)

y &RO x=ny

Bu alani hesaplarken su yontemi uygulamak islemleri kolaylagtimaktadir.

(1) f(z),g(x) egrileri ile x = a, z = b dogrulan ¢izilerek alani istenilen bélge belirlenir.

(2) Bolge i¢inde kalacak sekilde Oy—eksenine paralel gizgiler ¢izilerek seridin izt ucundaki ve alt ucundaki egriler belirlenir ve ona
gore ¢ikarma iglemi uygulanilir.

(3) Cikan fonksiyon iizerinden integral alinarak alan hesaplanlir.

Ornek 39.6. y =%+ 2,y = 2z — 22 parabolleri ile v = 0 ve x = 3 dogrular: arasinda kalan bélgenin alaniny hesaplayiniz.



39. ALAN HESABI 275

y=x% 42
“J]
: |, )
0 2\ 2
}!:2}:_-12

Coziim y = 2% + 2 parabolii y = 2z — 2? paraboliiniin iistiinde kalmaktadir. Buna gore

3 3
A = / ‘x2+2—(2x—x2)}d9§:/ (2x2—2:1:—|—2)dx
0 0

3 33
= (2——32+2*3) =15
0 3

3
x

= 2= —2*+2
3

Ornek 39.7. y = 22, y? = x parabolleri arasinda kalan bolgenin alanini hesaplayinaz.



276 6. BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

Coztim Once parabollerin kesim noktalarim bulalim:

_ 2
zQ_Zxx = (:)32)2::)3:>:)3:0,x:1

y? = x parabolii y = 22 paraboliiniin iistiinde kalmaktadir. Buna gore

/l}ﬁ—xz‘dx:/I(\/E—xQ)dx

0 0

RGN I S SGRN AN
v U3 3/ 3

x x
Coziim y = 2% + 2 parabolii y = 22 — 2 paraboliiniin {istiinde kalmaktadir. Buna gore

A

3/2 3

3 3
A = /\x2+2—(2x—x2)\d:¢:/ (20* — 22+ 2) dx
0 0

3 3

= 2x——x2+2x

5 ( 5 3"+ *3) 5

0
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Ornek 39.8. y = 3x — 23 parabolii ile y = x dogrusu arasinda kalan bélgenin alanine hesaplayinaz.

| =
4

ey
S

= X

Coziim Once egrilerin kesim noktalarimi bulalim:

y=3r — 23

Y=z 23—t =r=>10=00==+V2

[—\/5, O] araliginda y = = dogrusu y = 3z — 2 paraboliiniin iistiinde, [O, \/ﬂ araliginda y = 3z — 2 parabolii y = x dogrusu iistiinde
kalmaktadir. Buna gore

V2 V2
1'4 20 4 ) V2
= Z—l' _\/§+_Z+x .
- (<—f>4 ] (—\/5)2> . ( ) (@)2) .

Ornek 39.9. z =8 — y? parabolii ile v = 2y dogrusu arasinda kalan bélgenin alaniny hesaplayiniz.
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x=2y

=¥

X sol foi=

Coztim Once egrilerin kesim noktalarii bulalim:

2
=8—y=2y=>y=—-4y=2

r=8—y
T =2y

x = 8 — y? parabolii z = 2y dogrusunun iistiinde kalmaktadir. Buna gore

2 2
A = }8—y2—2y‘d1’:/ (8—y2—2y)d9:
4 —

4

3 2

Yy 2
= 8 _— —
Y 3 y_4

- (8*2—%—22)— <8*(—4)—%—(—4)2> =36
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39.2. Parametrik Egrilerin Sinirlandirdigi Bolgenin Alani. g ve h tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak tizere x = g (t) ,y = h (t)
parametrik denklemi ile veilen egrinin x = a,z = b dogrular1 arasinda kalan bolgenin alanini hesaplamak icin

a= [ oy wa

t1

formiilii ile hesaplanir. Burada t; = ¢! (a),ty = ¢g~'(b) dir. Benzer sekilde y = ¢,y = d dogrular1 arasinda kalan bolgenin alanim
hesaplamak icin

A=/4|g<t>|h/<t>dt

t3
formiilii ile hesaplanir. Burada t3 = h™! (a),t, = h~ (b) dir.

Zi cgg)nstt parametrik denklemsi ile verilen elipsin alanine bulunuz.

Ornek 39.10. {

- Ay

=X




280 6. BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

Cozim

T = 0:>O:acost:>t:g
r = a=0=acost=1t=0
0 /2
A = 4/ (bsint) (—asint) dt:4ab/ sin? tdt
w/2 0
/21 _ cos 2t in 2t |™/2
= 4ab/ ialtzQabt—Sln = mab
0 2 0

40. Kesit Yontemi ile Hacim Hesabi

Uc boyutlu bir uzayda bir cisim [a, b] araligma yerlestirilmis olsun. Oz—eksenine dik olan bir diizlem ile cismin kesim noktasi A () ile
gosterilmek tizere cismin hacmi

V:/abA(:c)dx

formiilii ile hesaplanir.
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A(x)

=y

v

Ornek 40.1. Tabami b birim olan bir kare piramadin yuksekligi h olmak tizere piramidin hacmini bulunuz.
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Coztim Piramidin Ox — eksenine yerlestirip bu eksene dik bir kesit aldigimizda elde ettigimiz sekil bir karedir. Bu karenin bir kenarina
t diyelim. Ve bu kesiti aldigimiz yiikseklikte = dersek iiggenlerin benzerliginden

Karenin alam

olmak tizere hacim

Ornek 40.2. o yaricaply bir kirenin hacmini bulunuz.
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Coziim Kiirenin merkezinden x birim uzaklikta bir kesit alahm ve aldigimiz kesitin yaricapina r dersek kesitin alani 772 olacaktir. igteki
iiggende Pisagor bagintisindan

a? = rP+2=r=vVa2-—12=>
A = 7rr2:7r(a2—:)32):>
a 3|a
T 4
V = /7T(CL2—$2)dSL’:7TCL2J}—— = —7a’
a 31, 3

41. Donel Cisimlerin Hacimlerinin Hesaplanmasi

41.1. Disk Yontemi.

e y = f(x) egrisi ile z = a,z = b dogrular1 ve Oz-ekseninin siirlandirdigr B bolgesinin Oz— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile
olusan donel cismin hacmini

v=w/ab[f<x>]2dx

formiilii ile hesaplariz.
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TJ’

y=fx

aawa® .".:..-’.

l't-}iilll.“
Y

L
bk T

e Benzer sekilde x = ¢ (y) egrisi ile y = ¢,y = d dogrular1 ve Oy-ekseninin simirlandirdigi B bolgesinin Oy— ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olugan donel cismin hacmini

v:wé[wa@

formiilii ile hesaplariz.

e [a,b] arahiginda 0 < g (z) < f (z) olmak tizere, f (z), g (x) egrileri ile x = a,x = b dogrularimin siirlandirdigr B bdlgesinin Ox—
ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olusan donel cismin hacmini

ver [ rwPa-r [P

formiilii ile hesaplariz.
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‘Ly /
F
# - _/ y=f()

"i"'\.v=g(-r)
L b

£

B x

e Benzer sekilde [c, d] araliginda 0 < v (y) < u (y) olmak tizere, u (y),v (y) egrileri ile y = ¢,y = d dogrularinin smirlandirdigy B
bolgesinin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olugan donel cismin hacmini

d d
Ver [ w@Pdy- [ )Py
formiilii ile hesaplariz.

Ornek 41.1. y = % egrisi x = e, x = 1 dogrular: ve Oz-ekseninin sinirlandirdige B bolgesinin Ox— ekseni etrafinda dondirilmesi ile
olusan donel cismin hacmini bulunuz.

ye 1

- ¥
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e 1 2 €1 .
V=nm — | de=7 | —de=mlzlj=m
L LV 1 x

Ornek 41.2. y =Inz egrisi y = 1 dojrusu ve Ox—, Oy—eksenlerinin sinwrlandurdije B bélgesinin Ox— ekseni etrafinda dondirilmesi
ile olusan donel cismin hacmint bulunuz.

Cozim

O

Coziim
y = lnex=x=¢
V = ﬂ/ol[ey]2dy:7r/01629dy:ge%‘é:g(ez—l)
[

Ornek 41.3. f(z) = 2/, g () = 22 egrileri ile x = 1 dogrularimin sirlandirdie B bélgesinin Ox— ekseni etrafinda dondirilmesi
ile olusan donel cismin hacmini bulunuz.
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1y - y=2Vx

=

Cozim

v o= ﬁfol [Qﬁ]zd:c—w/()l %) du

1 1
= 7r/ 4:Ed:lf—7'(‘/ 2rdx
0 0

511
21 L
= 7m2x }O—W—

5

g 0
0J

Ornek 41.4. Merkezi (0,b) noktasinda bulunan a (< b) yargaph bir ¢ember tarafindan simwrlanan bélgenin Ox— ekseni etrafinda
dondiirilmesi ile olusan dénel cismin (torun) hacmini bulunuz.
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}P

(x)=b+Va2-x?2

b -V

og
ol
o
..H*--.-..-p-.-q,.-.-.-
R
b
|
-
]

Coztim Verilen ¢cemberin denklemi

x2+(y—b)2:a2:>y:b:t\/a2—x2

Buna gore iistte kalan egri b + va? — x2dan b — v a? — x? egirsi gikartilarak elde edilecek hacim

v

W/_Z[bjL\/mrd:c—w/a

—a

[b—mrdx

a 2
7r/ [Qb\/aQ—x2+a2+b2—x2} dx—ﬁ/

—a

a 3
4br / va? — x2dx = 4br / Va2 — a?sin? ta cos tdt

T =asint

dxr = acost
a=asint =t =
—a =asint =t =

/% 1+ cos 2t sin 2t

[a2 —2bVa? — 22 + b* — x2]2dx

s
2
s
2
_T
2

uy
2

4ba27r/2 cos? tdt = 4ba’w dt = 2ba’7w t + = 2ba’n?

n
2

SIE]

n
2
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41.2. Kabuk Yontemi.

e [a,b] arahginda f (), g (z) egrileri ile x = a, x = b dogrularmin sinirlandirdigr B bolgesinin Oy— ekseni etrafinda déndiiriilmesi
ile olugan donel cismin hacmini
p / 2 [f (2)]| dz

formiilii ile hesaplariz.

1Y y=f(x)
ol //—

* H
B Jprerrfrr A

y =g

e Benzer gekilde [c, d] araliginda u (y) , v (y) egrileri ile y = ¢,y = d dogrularinin simrlandirdigy B bolgesinin Oxz— ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olugan donel cismin hacmini
v=r [yl - vl

formiilii ile hesaplariz.

Ornek 41.5. y = —a + 4x — 3 parabolii ile y = x — 3 dogrusu arasinda kalan bolgenin Oy— ekseni etrafinda dondirilmesi ile olusan
donel cismin hacmini bulunuz.
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Coziim

V = 27r/0 |x[f(x)—g(x)]|dx:27r/0 |z [-2® + 42 — 3 — (z — 3)] | dx

3 4
3 27
:27r(33——) = —T
0

4

’ x
= 27r/ (3932—x3)dx:27rx3——
0 4

Ornek 41.6. y = Inx egrisi ile Oy, Ox— eksenleri ve y = 1 dogrusu arasinda kalan bolgenin Ox— ekseni etrafinda dondirilmesi ile
olusan donel cismin hacmini bulunuz.
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y=Inx

Cozim
y = lne=x=¢"

1 1
vV = 27T/ |y[ey—0]|dy:2ﬂ/ yeVdy(LAPTU),y = u = dy = du, e’dy = dv = v = ¢
0 0

1
= 27 {yeyﬁJ —/ eydy] =21 [e — eym =27
0
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42. Egri Uzunlugu Hesabi

e y = f () fonksiyonunun [a, b] araligindaki egrinin uzunlugunu

Ez/ab\/1+(y’)2dx

formiilii ile hesaplanir.

o
&
w.‘--
o |

At

Aft—l Ax
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e © = g (y) fonksiyonunun [c, d] araligindaki egrinin uzunlugunu

fz/cd\/1+(x’)2dy

formiilii ile hesaplanir.
e r =u(t),y =wv(t) parametrik denklemi ile verilen bir egrinin [¢;, 5] arahgindaki uzunlugunu

o= [V

formiilii ile hesaplanir.

Ornek 42.1. a yarigcaply cemberin uzunlugunu bulunuz.

293
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Coziim Cemberin uzunlugu AB yayinin uzunlunun 4 katina esittir. Buna gore

2?4y = d=2y=tvVad—2=y =+ ( )1/2
2 — 2

l / V1+(y dx— / \/1+
/ a ZE' . x
4:/0v mdx:4a/0 \/ﬁ = 4aqa arCSlna 0

= 40Lz = 2arm
2

Ornek 42.2. o yarigcapl cemberin vzunlugunu bulunuz.
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Coziim Cemberin uzunlugu AB yayinin uzunlunun 4 katina esittir. Buna gore

2?4y = d=2y=tvVae 2=y =+ ( 1/2

/\/14- dx— /\/14- 2
—CE

/ a dx . X

= 4/0 md$:4aA ﬁzllaarcsma

~
I

a

. :4ag = 2arm

Ornek 42.3. y=1Inx— %xQ fonksiyonunun [2,4] aralgindaki egrinin uzunlugunu hesaplayiniz.

Y o4+

0.0 t t t

02T

04T

06T

-08 T

-1.0T

1271

14T

-16 T
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Cozim

1
41’
4 5 4 1 1)\?
l :/ 1+(y’)d9::/ 1+<———93) dx
9 9 r 4

4 4 2
1 ) 1 (" (22 +4)
= 2 4 d = — d

1 /42 22
= Z<E+4ln4—5—41n2>:1n4—ln2—|—g
3
= In2+ -
n +2

O

Ornek 42.4. x = a(t —sint),y = a (1 — cost) parametrik denklemi ile verilen bir egrinin [0, 2] arahgmdaki uzunlugunu hesaplayinaz.

4y

- ¥
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Cozim
x a(l—cost),y = asint

2 2
/ \/ (1 —cost))® + (asint)’dt = v/ —2a2 (cost — 1)dt

0

T 27
t
= a\/i/ \/1—costdt:a\/§/ \/1—<1—25in2§)dt
0 0
27 27 2
t t t
2a/ sin? —dt = 2a/ sin —dt = 4a — cos —
0 \ 2 0 2 21,

43. Donel Yiizeylerin Alan Hesabi

™

= 8a

e y = f(x) egrisi ile x = a,x = b dogrular1 ve Oz-ekseninin simirlandirdigi B bolgesinin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile
olusan donel cismin yiizeyin alani

b
S=on / w1+ (v)%de

formiilii ile hesaplariz.
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o r = u(y) egrisi ile y = ¢,y = d dogrular1 ve Oy-ekseninin siirlandirdigy B bolgesinin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile
olugan donel cismin yiizeyin alani
d
S = 27r/ 2| \/1 4 (2/)dy
formiilii ile hesaplariz.
o y = f(z)egrisiile x = a,z = b dogrular1 ve y = k dogrusunun sinirlandirdigy B bélgesinin y = k dogrusu etrafinda déndiiriilmesi

ile olugan donel cismin yiizeyin alani
b
S = 27?/ ly — k[ \/1+ (y)dx

formiilii ile hesaplariz.

y=f(x)

;

P ——

O a b x

e = u(y) egrisi ile y = ¢,y = d dogrulart ve x = m dogrusunun smirlandirdigit B bolgesinin x = m dogrusu etrafinda
dondiiriilmesi ile olugan donel cismin yiizeyin alani

d
S = 27?/ |z —m|\/1+ () *dy
formiilii ile hesaplariz.

e r = u(t),y = v(t) parametrik denklemi ile verilen bir egrinin Oz— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olugan doénel cismin

yiizeyin alani
to
s =2 [ lyly/@) + )

t1
formiilii ile hesaplanir.
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e r = u(t),y = v(t) parametrik denklemi ile verilen bir egrinin Oy— ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile olusan dénel cismin
yiizeyin alani
to
S=or / o /(@) + ()%t
t1

Ornek 43.1. a yaricaply kirenin yizey alaniny hesaplayiniz.

formiilii ile hesaplanir.

il.J,‘F
()

=
ty

i §
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Coziim y = va? — x? yarigemberinin Ox—ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile kiire olusur.

y = Va—a?2=9y =— (a2 —x2)_1/2x

2T x 2
S = 27T/0 \/a2—$2\/1+<—\/ﬁ) dx

2 2 2
= 27T/ Va2 —x?4/ 2a 2dx:27m/ dr = 47%a
0 as — 0

O

Ornek 43.2. y = a® egrisi ile v = 0,2 = 1 dogrular ve Ox-ekseninin simrlandirdign B bélgesinin Ox— ekseni etrafinda dondiirilmesi
ile olusan donel cismin yuzeyin alaniny hesaplayiniz.
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Cozim
y = 1° =y =32°
S = 27r/1x3\/1—|—(3x2)2dx:27r/1x3mdx
0 0
_ %_Mlzi(m_l)
36 32| 2
U

Ornek 43.3. z = VY egrisiile y = 0,y = 2 dogrular, ve Oy-ekseninin sinarlandirdige B bolgesinin Oy— ekseni etrafinda dondirilmes:
ile olusan donel cismin yizeyin alanini hesaplayiniz.

by

Cozim
1
r = \/g = .’,U/ = §y 1/2

2 1 2 2 1
S = 27?/ VU 1+ sy 12 ) dy = 27r/ VU — (dy + 1)dy
0 2 0 4y

2

2 3/2
4 1
0
0

3/2

(-
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Cozim

6. BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

Ornek 43.4. 9% =2 (3 — :Jc)2 egrisinin Ox— ekseni etrafinda dondurilmesi ile olusan donel cismin yiuzeyin alanini hesaplayiniz.
] .:r
. -
= ? |_3 - T .!I'ﬁ'll.t
- e
& ] X
1 —1
t(B3—z)l=y=4-B-—2)V2,0<s<3=1y = —( Vi + (\/,)) :I:(zﬁ)
2 2
2r [ = (3—x)Vx dxz; ( RVA (x—i—l)d
0
z/(3 ) (z+ 1) de = = /( —2? 421 4 3) dr = = v x+3x3—ﬁ B g2 343) — 3
3 Jo 3 Jo 3 3 . 3
O

Ornek 43.5. 22+ (y — 1)2 =1 ¢emberininy = —1 dogrusu etrafinda dondurilmesi ile olusan donel cismin yiizeyin alanine hesaplayiniz.
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Cozim

2 2 , T
P+y—1P=1=y=1+V/1-22,0<2<3= :1(7)

S ylizey alani bu egrilerin alanlar1 toplami olur:

S = 27r/_1l<1+m+1> \/1+<ﬁ)2dx+2w/_t(1—m“) \/1+<\/%)2dx

1
4d$ 1
2 ——— dx = 8r arcsinz| , = 872
/_1 V1—a? -
O

Ornek 43.6. z = a(t —sint),y = a (1 — cost) ,t € [0, 2n] parametrik denklemi ile verilen bir egrinin Ox— ekseni etrafinda dondiirilmesi
ile olusan donel cismin yuzeyin alaniniy hesaplayiniz.

Coziim

2m
¥ = a(l—cost),y’:asint:>S:27r/ (a(l—cost))\/(a(l—cost))2+(asint)2dt
0

2 2
= 27m2\/§/ (1 —cost) \/l—costdt:27m2\/§/ (1— (1—2sin2 %)) \/1— <1—251n2 %)dt
0 0

2 27 27
t t t t t 1 t
= 87m2/ sin? = sin —dt = 87Ta2/ 1 —cos? = | sin —dt = —16ma? cos — — = cos® —
0 2 2 0 2 2 2 3 2,
1 1 4 64
= —167a? (cosw —3 cos® T — cos0 + 3 cos® 0) = —167a® (—g) = EwaQ

44. Moment ve Agirlik Merkezi

44.1. Kitlesi m olan bir cismin bir noktaya veya bir eksene veya bir dizleme olan uzakligina d dersek M = m * d sayisina
moment denir.
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M
II|-I
1
F -
Iy A .
- i‘
A = g

44.2. Eqger cisim bir egri parcasi, bir duzlem parcasi ise kiutlenin yay uzunluguna gore degisim oranina yani ‘%’? = 0 oranina
ktitlenin yogunluk fonksiyonu ady verilir. Cisim bir egri parcast ise kiitlesi

dm = odl = dm=o\/1+ (y)°dz =
m = /Udlz/d\/1+(y’)2d:v

m:/adA:/aydx

44.3. Momenti istenen cisim y = f (x) denklemli bir egri ise Oz eksenine gére momenti

bir dizlem parcasi ise kitlesi

formdilleri ile hesaplanar.

b b
M, = / ydm = / yo (x)\/1+ () dx
Oy eksenine gore momenti

M, = /abxdm = /abxa (z)\/1+ (y)’dx

(0,0) noktasina gére momenti

b b
MO:/ mdm:/ \/Wa(w)mdl’

olacaktar.



306 6. BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

44.4. Momenti istenen cisim g (x) < f (z) olmak dizere g (z) < y < f (z) bdlgesi ise Ox eksenine gore momenti

1

b
Mo=5 [ (@) - @) o @) da

Oy eksenine gore momenti
b
My= [ @) - g@)o (@) ds
olacaktir. Cismin agirlik merkezi de
f p—

7?2—

M, M,
m m

seklinde hesaplanar.

devibinl 44.5. Kitleleri my, mo, ..., m, olan cisimler Ox—eksenine siraswyla r1,7s, ..., T, uzaklikta olsun.

oMy,
m
2
r ry 4
Fs
Eksen

2 2 2
I =myr] +maery + -+ +myr,

ifadesine Ox—eksenine gore eylemsizlik momenti (atalet) denir. Eger eylemsizlik momenti hesaplanacak cisim y = f(z),a < x <b

denklemli bir egri parcast ise
dm = odl = o\/1 + (y)°dx

b b
L,c:/ gﬁdm:/ y2or/1+ (y)da

olmak tizere
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ifadesi Ox—eksenine gore eylemsizlik momentidir. Benzer sekilde Oy—eksenine gore eylemsizlik momenti

b b
Iy:/ x2dm:/ ?o\/1+ (y)dx

ile hesaplanar. Eger egri denklemi x = u (t),y = v (t),t; <t <ty seklinde parametrik olarak verilmisse

dm = odl = o/ (w)* + (v')*dt
olmak tzere

I = /t ® P = /: 2 () o/ (w)? + ()2t

1

ifadesi Ox—eksenine gore eylemsizlik momentidir. Benzer sekilde Oy—eksenine gore eylemsizlik momenti

12 to
I - / P — / 2 (1) o/ (w)? + ()2t
t1 t1

ile hesaplanar.
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Ornek 44.6. 2%/3 + y?/? = 1 astroid egrisini birinci bolgesindeki parcast izerine yerlestirilmis bir telin her noktadaki yogunluju o

noktanin apsisinin karesine egittir. Bu telin kutlesini bulunuz.
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Cozim

9 9 —-1/3
o(xr) = 2% 223 4y = 1:>3:)3_1/3+3y_1/3 y=0=1y = (—)

1 1 1 ~1/3\ 2
m = adl:/ 22/ 14 (y 2dl’:/ 22, |1+ —(E) dx
/0 0 ) 0 Y

1 2/3 2/3 3 3
N 9 [Tty _ 8/3
— /0 T — :E—/ :B—xl/gdx gx }0—5

Ornek 44.7. Yy = % egrisi v = 1, x = 2 dogrular, Ox ekseni ile sinirlanan bolgeye yerlestirilen bir levhanin her noktadaki yogunlugu o
noktanin apsisinin 2 katidir. Bu levhanin kitlesini bulunuz.

O

Coziim

o(r) = 2x

2 2 2
m = / odA :/ 2xydx :/ 20—dx = 2
1 1 1 T

Ornek 44.8. y =+Va? — x2 yarr cemberi seklindeki homojen bir telin Ox— eksenine gore momenti hesaplayiniz.

# o

0l {l i
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Coztim Cisim homojen oldugundan dolay1 yogunlugu heryerde ayni ve sabittir. o (z) = k diyelim.

a 2
— S22 I _ L _ Va2 _ 2 o *
y = Vat—r=y = miMx—/_a a xk\/l—l—( a2—x2)dx

a 2
— / va? — 22k a dx:ak/ dr = 2a°k

a2 — 12

—a

O

Ornek 44.9. z (t) = 2cost,y(t) = 2sint,0 <t < 7 yarr cemberi seklindeki bir telin yogunlugu o noktanin ordinatinan iki katidir. Bu
telin agirlik merkezini bulunuz.

Coztim Telin yogunlugu o noktanin ordinatinin iki kat1 oldugundan o (y) = 2y

dm = odl =2y\/(2')? + (y)°dx = 4sint\/(—2 sint)? 4 (2cost)® = 8sint

m = /adl:/ 8sintdl = 8 — cost|) = 16
0 0

M, = /ydm:16/ sin%dt:gf (1 — cos2t) dt = 8
0 0 0

7l' ™ . 2t s
M, = / xdm = 16/ sintcostdt = 16 S =0
0 0 0
__My__Mx:>__O__87T_7T
Sl i T S T
M (O, g) noktasi telin egirlik merkezidir. 0

Ornek 44.10. (0, R) merkezli R yaricapl cember seklinde homojen bir halkanin kiitlesi m olmak tizere Ox-eksenine gore eylemsizlik
momentini hesaplayiniz.
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¢y

=X

Coziim Cisim homojen oldugundan dolayi yogunlugu heryerde ayni ve sabittir. o (x) = k diyelim. = (¢) = Rcost,y = R+ Rsint,0 <
t <2w

1

to to
I / Jdm, = / o (8) o/ (u)? + () 2dt =
t t1

2 2
I, = / yidm = k/ (R + Rsint)? \/(—R sint)® + (R cost)*dt
0 0
o 2 /1 — cos 2t
- kR3/ (sin®t + 2sint + 1) dt = kR3/ <7Z°S +2sint + 1) dt
0 0
27

1
= kR33%—Zsin2t—2(zost = 3kR31

0

m = 27Rk=1,= ng2



CHAPTER 7

Genellesmis integraller

Belirli integrali tamimlarken f fonksiyonu [a,b] araliginda smirh olmasimi belirtmistik. Anpak birgok fonksiyon [a,b] araliginda smirh

olmayabilir veya baz fonksiyonlarda (—oo,al,[a,o0), (,00,00) araliklarinda tanimhdir. Ornegin y = e~ egrisi x = 1 dogrusu ve
Oz—ekseni tarafindan sinirlandirilan bolgenin alalnindan bahsedebiliriz.

y= " | ¥
Bunun icin floo e *dx integralini hesaplamamiz gerekmektedir. Benzer sekilde y = miz egrisi x = —1,z = 1 dogrulart ve Ox—ekseni

tarafindan sinirlandirilan bolgenin alalnindan bahsedebiliriz.

311



312 7. GENELLESMIS INTEGRALLER

.
rmmwme

|
Pk
=i
-

Bunun igin f_ll m—lzdx integralini hesaplamamiz gerekmektedir. Eger bu integrali hesaplarsak f_ll x—gdz = —%}1_1 = —2 buluruz ancak bu

miimkiin degildir ¢linkii fonksiyon pozitif oldugundan integral de pozitif olacaktir. Bu sekildeki integralleri yani araligin sinirsiz oldugu
veya fonksiyonun siirsiz oldugu kosullardaki integrallleri genellesmis integraller olarak adlandiririz.

45. Birinci Tip Genellesmis integraller (Smirisiz aralik,sinirh fonksiyon)

45.1. f (x) sinarh bir fonksiyon olmak tizere faoo f (z)dx, ffoo f (z)dz, ffooo f (z) dz formundaki integrallere 1.tip genellestirilmis
integraller denir.

o Eger lim, o [ f (v)dx limiti meveut ise [ f (x) du integrali yakimsaktir denir ve [ f (z) dz = lim;_ [ f (2) du ile gosterilir.
Aksi durumda [ f (x) do integrali raksaktur.

e Eger limy,_ [ f () dz limiti meveut ise [ f (x)dz integrali yakmsaktir denir ve [ f(z)dz = limy,_o [ f () dz ile
gosterilir. Aksi durumda [*_ f (z) dz integrali raksaktir.

' [ rwa= [ s [~ 1w

oldugundan lim;_, fat f(z) dz ve limy_,_ [ f () dz limitlerinin ikisi birden mevcut ise [~ f (x) dz integrali yakisaktir denir

ve J fooo f(z)dz = lim, o fta [ (@) dz + limg_ o f: f (x)dx ile gosterilir. Aksi durumda bu limitlerden en az biri iraksak ise
[22_ f () dz integrali waksaktir.
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Ornek 45.2. floo e dx integrali yakinsak madir?
Cozim

o0 t

_ . _ . it ) _ _ _

e Tdx = lim e %dr = lim —e x} :hm(el—et):el
1 t—o0 1 t—o00 1 t—o00

Ornek 45.3. y=f(z)= ﬁ egrisi ve Ox—ekseni ile sinarlandirilan bolgenin alanini hesaplayinaz.

]

Cozim

< 1 “ 1 <1
A = dr = d —d
/_001+x2x /_001+x2 x+/a 1+x2x

) “ 1 ) |
- tkr_nw/t 1+$2d9:+t1g£10 " 1+x2d$

. . t
= lim arctanz| 4+ lim arctan x|,
t——o00 t—o0

= lim (arctana — arctant) + lim (arctant — arctana)
t——00 t—o0

T ™
= arctana — (—§> + 5 — arctana =

Ornek 45.4. fooo x2dx integrali yakinsak madir?
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Cozim

e ) t 3
/ z?dx = lim 2?dx = lim = 00
0

t
x . 3
= lim [ —
t—o00 0 t—o00 3 0 t—o00 3
dx

Ornek 45.5. a > 0 icin faoo = integralinin yakinsakhk durumunu inceleyiniz.

oldugundan integral iraksaktir.

Coziim

z—PHl

/00 dx y t de { lim, o Inzl! , p=1 { lim; o Int —Inal’ , p=1
-— = 11m — = =

t
. . s —p+1
axP t—00 a xP hmt_)ooﬁa’p#l hmtﬁoom_a—p-i-la’p%l
00 =1
y P o0, p<1
= ©o,p<l =< b1
—pt1
o1 o p>1 Pt

Yani p > 1 degerleri icin integral yakinsaktir ve diger degerler icin iraksaktir.

45.1. Birinci Tip integraller icin Yakinsaklik Testleri.

_ 45.6. (Karsilastirma testi) [a, 00) araliginda f ve g fonksiyonlari 0 < f (z) < g(x) esitsizligini saglasin.
1) faoo g (x) dx integrali yakinsak ise faoo f (z) dz integrali de yakinsaktur.
2) [ f (x) du integrali wraksak ise [ g (x)dx integrali de wraksaktr.

BEBRER 45.7. (Limit testi) Pozitif tansml bir f fonksiyonu igin lim,_. 2 f (z) = ¢ olsun.
1)0<c<oowvep>1lise [ f(x)dx integrali yakinsaktr.

2)0<c<oowvep<l1ise faoo f (z) dx integrali wraksaktur.

Ornek 45.8. floo e dx integrali yakinsak madir?

Cozim v >1=2<2’= o> —a?=e*> e‘””z(exponansiyel fonksiyon monoton artan oldugundan)

o0 o 5
/ e dx > / e ¥dr =
1 1

o0 t

2 ) _ ) ot } _ _ _

e ¥dr < lim e %dr = lim —e™* :hm(el—et):e1
1 t—o00 1 t—o00 1 t—o0

oldugundan kargilagtirma testine gore floo e dx integralide yakinsaktir.

Ornek 45.9. fooo \/gd;jﬁ integrali yakinsak madir?
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Cozim
1
lim 22— =3
T—00 924 + 1
ve limit testine gore 0 < ¢ =3 < oo ve p =2 > 1 oldugundan fooo \/gdmf—ﬂ integrali de yakinsaktir. O

46. Ikinci Tip Genellesmis integraller (Simurh aralik,siirsiz fonksiyon)

46.1. f fonksiyonu (a,b) araliginin herbir kapaly alt araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

e Eger lim, ,,+ f () = oo veya lim,_,,+ f () = —o0 oluyorsa (a, b) araliginda fonksyonun ikinci tip genellegmis integrali
b b
/ f(x)de = lim/ f(x)dx
a t—at J;

seklinde hesaplanir. lim; .+ ftb f (z) dz limiti var ise fab f (z) dz integrali yakinsaktir aksi durumda integral iraksaktir.
e Eger lim, ,,— f () = oo veya lim,_ ;- f (x) = —o0o oluyorsa (a, b) araliginda fonksyonun ikinci tip genellegmis integrali

b ¢
/ f(z)de = lim [ f(x)dx

t—=b" Jq

seklinde hesaplanir. lim,_,;- f; f () dx limiti var ise ff f () dx integrali yakimsaktir aksi durumda integral iraksaktir.
e Eger ¢ ig nokta ve lim, .. f (x) = oo veya lim,_,. f () = —oo oluyorsa

/abf(:)s)da::/acf(x)d:z+/cbf(x)dat

olarak yazilabildiginden
b t b
/ f(x)dleim/ f(x)d:c—l—lim/ f(x)dx
a t—c a t—c ¢

biciminde tammlanir. Boylece limy . [! f (z) dz, lim,_, ftb f (z) dz limitlerinin ikisi birden mevcut ise ff f (z) dz integrali
yakinsaktir aksi durumda bu limitlerden en az biri mevcut degil ise integrale iraksaktir denir.
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/
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.
Ornek 46.2. fol é/% integralinin yakinsaklk durumunu inceleyiniz.
Cozim
) 1
lim — = 00
z—=1- /1 —x
oldugundan fol %/% integrali 2.tip genellesmis integraldir.
U dx ) bodx ) =t du
’ = lim - = — lim i
0 11—z =1 Jo V1I—2 | —pr=u=dr=—du t=1— )1 U
u=1-—1
u=>0
WS4 5 4
= —lim o == dm (=Y 1) =2
o1 34, 3 (=0 3
Buna gore fol 4?—95 integrali yakinsaktir ve yakinsadigi deger %.

Ornek 46.3. f02 9z integralinin yakinsaklk durumunu inceleyiniz.

xT



46. IKINCI TIP GENELLESMIS INTEGRALLER. (SINIRLI ARALIK,SINIRSIZ FONKSIYON) 317

Cozim

L

oldugundan f02 ;l—Q integrali 2.tip genellesmis integraldir.

2 dx . 2 dx ) 1
— = lim — = lim ——
0o T t=0t J, T t—0t X

oldugundan integral iraksaktir. O
Ornek 46.4. f oo integralinin yakinsaklk durumunu inceleyiniz.
Coziim

lim _ = +o00

r—b— ([L’ — b)p

dx

oldugundan f oo integrali 2.tip genellesmis integraldir.

b t —p+1 | _pyr+1
d d —b 1 (a=b)~ """
/ A g [T gy @O lim ((t—b) " = (a—b) ") =L p1 Pl
o (z—=0) t=b- Jo (x=0)" = —p+1 1 —pisb +o0,p > 1
U dr
=1 li lim 1 — —
po= b=l Ty T bl = e
oldugundan integral p > 1 degerleri icin 1wraksaktir, p < 1 degerleri icin yakinsaktir. O
g gral p g G y P g ¢y

Ornek 46.5. fo7r tan xdx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
Cozim

lim tanx = —oo, lim tanx = oo

™= ™+
T3 T4
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oldugundan fo7r tan xdx integrali 2.tip genellesmis integraldir.

™ w/2 ™
/ tanzdr = / tan zdx + / tan zdx
0 0 /2

t ™
= lim tanzdr + lim tan xdx
t—=3~ Jo =3 Jt
= — lim In(cosx)[y+ lim In(cos)[]
t—I- t—Z+
— lim In(cosz); = oo
t—5
lim In(cosz)|f] = oo
t—ZF
oldugundan fo7r tan xdx integrali iraksaktir.
Ornek 46.6. f_ll 12 s integralinin yakinsaklhk durumunu inceleyiniz.
Coziim
/1 dz _/0 dz +/1 dz
1= f 1= ) 1—a?
olarak yazilir ve
I 1
m = —00
32—1—1+ 1 — 22
5 1
im = o
a—1- 1 — 22
olmasi sebebi ile 31 %, fol 12052 integralleri 2.tip genellesmis integraldir.
0 0 0
dz 1 1 1
/_11—1'2 oty T— 220 T S0, (2(x+1) 2(:::—1)) ’
1 1 1 1
= lm —Infjz+1]—-Injz—1]] =< lim In v
t——1+ 2 2 , 2to-1t T —
ffl 4~ integrali wraksak oldugundan f_ll 2 integrali de wraksaktur.
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46.1. Ikinci Tip integraller icin Yakinsaklik Testleri.

_ 46.7. (Karsilastirma testi) a,b) araliginda f ve g fonksiyonlar: f (x) < g (x) esitsizligini saglasin.
1) ff g (x) dx integrali yakinsak ise f " f () dz integrali de yakinsaktur.
2) f; f (z) dz integrali wraksak ise f g(x d:E integrali de iraksaktir.

BB 16.8. (Limit testi) Pozitif tanuml bir f fonksiyonu icin lim, - (b— z)? f (z) = ¢ veya lim, .+ (z —a)’ f (z) = ¢ veya
iselim, . (t — z)’ f (z) = ¢, t € (a,b) ise.

1)0<c<oowvep<lise faoo f (z) dz integrali yakinsaktur.

2)0<c<oovep>1lise [~ f(x)dx integrali waksaktur.

Ornek 46.9. f /2 Silnxdx integrali yakinsak madir?

xT

Coziim

1 1 1 w/2 1 w/2
zr € (0,7/2),sinx<l=>—2>1=—>—= / : d;pE/ —dr =
S xr ST Xz 0 Trsma 0 X

/2 1 /2 1 w/2 1
/ —dr > / —dz = lim —dzr = lim 1n|a:||7r/2 00
o rsinz 0 X =0t J, t—0+

oldugundan karsilagtirma testine gore fow

——dx integrali iraksaktir. 0

rsinz

Ornek 46.10. ff ﬁdz integrali yakinsak madair?

Coziim
r € (1,2, 0<*=2r—-1<*-1=Vor—1<Vad3—1= L 1
s = = Vi1~ Vo1
/2 1 21
= 7d:c2/ 7dx:>
1 Vo —1 1 VT
2 2
1 1
———dx < ———dr = 1li = lim 2 =
| =t < [ s Jﬂ/ S = Jim 2V =] =
oldugundan karsilagtirma testine gore ff ﬁdz integrali yakinsaktir. 0

Ornek 46.11. fol ﬁdm integrali yakinsak madir?
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Cozim
11—z 1 1
lim (1 — )3 & \/1 :i/l. _a/L
:ci)l’{l* ( x) \/ :ci)l’{l* 1 — 1'2 xinll ]_ —|— xXr 2
0<c= i/g < oo vep= % < 1 oldugundan limit testine gore fo ﬁdx integrali yakinsaktir. 0J

Ornek 46.12. IK /2 ML dx integrali yakinsak madur?

Cozim
lim 22588 _ i SRE
a0t a3 z—0t T
0<c=1<oovep=2>1oldugundan limit testine gore fo /2 Sl”dz integrali iraksaktir. O

Ornek 46.13. T (n) = foo 2" te=%dx gamma fonksiyonunun n > 0 icin yakinsak n < 0 i¢in waksak oldugunu gosteriniz.

0
0 1 0
/ x"_le_xdx:/ x"_le_xdx+/ 2" e
0 0 1

seklinde yazabiliriz. Buna gore degisik durumlar icin inegralleri inceleyelim.
1) n > 1 durumu: Bu durumda n — 1 > 0 oldugundan fol 2" te~"dx integrali belirli integraldir. Ancak [~ 2" ‘e "dx integrali ise 1.tip
genellegmisg integraldir. Buna gore

/x"_le_:”dx = —z" e+ (n — 1)/3:"_26_%:6

e fdr =dv=v=—e"
"l =u= (n—1)2"%dxr = du

= 2"t "+ (n—1) (—x"‘ze_x +(n—2) / x"‘ge_‘cdm)

= == 2"+ (n-1Dz"+n-1)n-2)z""+-+(n—-1)(n—2)..20+nl| =

Coziim Integrali

1
/ ety = —e [T+ (n—1)a" P4+ (n—1)(n—2)2" "+ 4+ (n—1)(n—2)..2¢ +nl] ‘(1)
0
= < 'N+m-D+n-1)n-2)++n-1)(n—-2)..2+n!]+n!
[e8) t
/ " e tdr = tlim 2" e dr = tlim [—e‘x 2"+ (n=1)2" P+ (n=1)(n=2)z" 4+ (n—1)(n—2)..2z + nl] ‘i]
1 —oo Jq —00

= e'fl+n-1D+n-1)n-2)+-+n-1)(n—-2)..2+n]
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oldugundan yakinsaktir.
2) 0 < n < 1 durumu: Bu durumda n — 1 < 0 oldugundan fol 2" te~%dx integrali 2.tip genellesmis integraldir ve yine floo " e %dx

integrali ise 1.tip genellegmis integraldir. Buna gore fol 2" le~®dx integralinin yakimsaklk durumu icin limit testini uygularsak:

lim '™ (x"_le_x) = lim e * =0
z—0t z—0*

0<c=0<oovep=1-—n<1oldugundan fol 2" le~*dx integrali yakinsaktir ve yine limit testinden

lim 222" e ™™ =0
Tr—r00

0<c=0<o00vep=2>1oldugundan floo 2" le~®dx integrali yakimsaktir. O halde 0 < n < 1 durumunda integral yakinsaktir.

3) n =0 durumu: Bu durumda integral
00 1 00
/ v e dr = / v e dr + / v e dw
0 0 1

seklini alir ve fol z~'e""dx integrali 2.tip genellesmis integral, [~ z~'e "dx integralide 1.tip genellegmis integraldir. Her iki integral
icinde limit testini uygularsak:

lim z (:c_le_z) = lim e * =0
z—0t z—0*

0<c=0<o0vep=12>1oldugundan fol x e ®dx integrali waksaktir. O halde digerini incelemeden direk fooo rle *dx integrali

wraksaktir deriz.
0 1 [e%s)
/ x"_le_xdx:/ x"_le_xdx+/ 2" e dr
0 0 1

4) n < 0 durumu:
seklinde yazilan integral icin n—1 < 0 oldugundan fol e Le~"dx integrali 2.tip, [~ 2" 'e~"dx integrali de 1.tip genellesmis integrallerdir.
Buna gore floo 2" e %dx integrali icin limit testini uygularsak

: n—1_—x\ __
xlg&x(x e )—oo

0<c=o00<oovep=12>1oldugundan fol 2" te~"dx integrali wraksaktir. O halde digerini incelemeden direk [ z"~'e~“dx integrali
wraksaktir deriz. Sonug olarak

[ a1 ., vyakmsak,n >0
tm) _/0 v d:c_{ iraksak,n <0
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47. I"Jg:iincﬁ Tip Genellesmig integraller (Smirsiz aralik,sinirsiz fonksiyon)

47.1. f fonksiyonu hem birinci hem de ikinci cesit integralin 6zelliklerini tasiyorsa yani fonksiyon hem sinirsiz hem de integral
alinan aralik sinirsiz ise bu integrallere ucunct tip genellesmis integraller denir.

Ornek 47.2. fooo i—ﬁ integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
Coziim Integrasyon arahig smirsiz ve lim, o+ # = oo oldugundan fi¢lincii tip genellesmis integraldir.
> dx Ydx * dx
Pl (e S
o & o ¥ 1 T

seklinde yazarak hem ikinci hem de birinci tip integrlin toplami geklinde ifade edebiliriz.

L dx L dx 1! . 1
=lim|[-—-1] =
. t—0t \ ¢
dx dx

= lim — = lim ——
oldugundan fol & integrali wwaksaktir bu yiizden de [;° % integrali iraksaktir. O

0 T2 im0t ), x? im0t



CHAPTER 8

Diziler ve Seriler

48. Diziler
48.1. Tanwm kiimesi pozitif tam saylar olan her fonksiyona dizi denir. Reel degerli bir f fonskiyonu i¢in
f (]-) = ay, f (2) = a2, ..., f (n) = Qp
seklinde de tamimlanar. ay dizinin 1.terimi, ay dizinin 2.terimi,...,a, dizinin n.terimidir ve a,, saysina dizinin genel terimi denir. Genel
terimi a,, olan diziyi genelde {a,} seklinde gdstericegiz. Orengin {%} dizisi ile {1, %, %, e %, ...}sayzlam anlasiimaktadar.

48.2. Tanwm kimesi pozitif tam sayilar kiimesinin sonlu bir alt kimesi olan her fonksiyona sonlu dizi denir.

Ornek 48.3. A = {1,2,3,4,5} tanum kiimesinde tanimh f (n) = 3n + 1 sonlu dizisinin terimlerini bulunuz.

Cozim
F) = 3s1+1=4
F(2) = 3x24+1=7
f4) = 3x4+1=13
oldugundan {4, 7,10, 13,16} dizinin terimleridir. O
Ornek 48.4. {2’;113} dizisinin 10.terimini bulunuz.
Coziim
n+1 N 10+ 1 11
an = a = = —
on+3 T 2x10+3 23

Ornek 48.5. ay = 1, a1 = na, seklinde tanimlanan dizinin 100. terimi ve a,, genel terimini elde ediniz.
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Cozim

ap = l=a=1la; =1

as = 2a9=1%2

ay = 3a3=1%x2x*3

as = 4da;=1%x2%x3x4

a, = 1%2%-—-x(n—1)=(n-1)!
a0 = 99!
0

48.6. Vn € IN i¢in an41 — a, = d olacak bir sekilde bir d sayist varsa {a,} dizisine aritmetik dizi denir ve d sayisina da bu
dizinin ortak fark: ady verilir.

48.7. Vn € IN igin “Z—Zl =1 olacak bir sekilde bir r sayist varsa {a,} dizisine geometrik dizi denir ve r saypsina da bu dizinin
ortak carpany adv verilir.

48.8. {a,} dizisinin ilk n teriminin toplamini S, = a; + as + - - - + a,, seklinde ifade ederiz.

Ornek 48.9. {bn + 2} dizisinin aritmetik dizi oldugunu gosterip ortak farks ve ilk 20 teriminin toplamani bulunuz.
Coziim
Upp1—ap =D(n+1)+2—(5n+2)=5
oldugundan {5n + 2} dizisi aritmetik dizidir.
Sy = a1 +ag+---+ay
= Bbx1+2)+B*x2+2)4+ -+ (5x20+2)

= 5x(1+2+---4+20)+2%20

_ 5*20*21

+ 2% 20 = 1090

Ornek 48.10. {3.5"} dizisinin geometrik dizi oldugunu gésterip ortak ¢arpans bulunuz.
Cozim
Uy 35"

a,  3.57
oldugundan {3.5"} dizisi geometrik dizidir ve ortak garpani 3.5 dir. O

=3.5
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Ornek 48.11. {r" '} geometrik dizisinin ilk n teriminin toplamina bulunuz.
(oziim
Sy = 14r+ri4 4"t
TSy = rHrEHri 44"

1_ n
Sn—TSn - 1—Tn:>Sn: "
1—r

48.12. Vn € IN igin

1) a, < anyq1 saglanwyorsa {a,} dizisi kesin monoton artandar.
2) ani1 < ap saglanmyorsa {a,} dizisi kesin monoton azalandar.
3) an < anyq saglamyorsa {a,} dizisi monoton artandur.

4) ayn > anyq1 saglanwyorsa {a,} dizisi monoton azalandur.

Ornek 48.13. {"T“} dizisi monoton azalan oldugunu gosteriniz.

Coziim

n+2 n+1 1 <0
Apt1 — A = — =——
i n+1 n n(n+1)

O

- 48.14. Eger¥n € IN , a, > 0 igin ;*~ <1 saglamyorsa {a,} dizisi kesin monoton artandar, it < 1 saglamyorsa {a, } dizisi
kesin monoton azalandir.

Ornek 48.15. { o) } dizisinin monotonluk durumunu inceleyiniz.

Coziim Eger Vn € IN | (n+1 >0
a1 T 2 (1) 2
@ o (2l 2 a2 s
oldugundan {(n T } dizisi kesin monoton azalandir. 0

VY 48.16. Eger Vn € IN i¢in a, < M olacak sekilde M sayist varsa {a,} dizisi ustten sinarlidir denir ve M sayisina da tst sinarn
denir.

Eger ¥n € IN ig¢in a, > m olacak sekilde m sayist varsa {a,} dizisi alttan sinirlbdir denir ve m saysina da alt sinare denir.

Hem dstten hem alttan sinwrl ise kisaca sinarly dizi denar.
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Ornek 48.17. {(—1)" - } dizisinin sinrlilik durumunu inceleyiniz.

(n+1)
Cozim
n n
1) ——| = <l=
’( ) (n+1)’ (n+1)
n
-1 < (-1)" <1
(=1) (n+1)
oldugundan {(—1)" (nnTl)} dizisi suirhdir. O

48.18. Ve > 0,dN > 0,n > N oldugunda |a, — a| < € saglanyorsa {a,} dizisinin limiti a dir denir ve lim, . a, = a veya
{a,} — a ile gosterilir. Boyle bir durumda {a,} dizisi yakinsaktir denir aksi durumda wraksaktir denir.
n—roo

Ornek 48.19. {%} dizisinin 0 yakinsadigine e = 1/100 secerek gdsteriniz. Hangi terimden sonra ¢ = 1/100 wn komgulugundadar.

s " ‘i O caverges oo O
-',=£ ol II 2 13 -I v
Coziim Ve > 0,dN > 0,n > N oldugunda
1
—|<e€
n
olacak sekilde 4N > 0 oldugunu bulmaliyiz.
1 1
—|<e=n>-=100=N
n

100.terimden sonra 0 noktasinin ¢ok yakinina gider.
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(1,1
(100,1/100)

v

_ 48.20. lim,_,, a, = a ve lim,_,, b, =b , k € IR olsun.
1) lim,, o (a, +b,) =a+b

2) lim,, o (anb,) = ab

3) iy, o0 (b—) =% Vn,b, £0,b#0

4) lim,, o (ka,) = ka

Ornek 48.21. f—fl} dizisinin limiting bulunuz.
Coziim
2 2 1 2
lim ——— = lim ——— =2 lim = =2

SIS 48.22. lim,, o a, = a ise lim,, o, WF2TF0 — ¢

Ornek 48.23. lim,, o +

n

(% + % +- 4 HLH) limitini hesaplayinaz.

Coziim lim,,_, nLH = 1 oldugundan yukaridaki teoremden lim,, ., % (% + % 4+ -+ L) =1 elde ederiz.

n+1

BEORER 48.24. {a,} pozitif dizisi i¢in lim,_,o 2L = q dse limy, 00 = /0, = a.

Ornek 48.25. lim,, o0 /0 limitini hesaplayinaz.
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Coztim lim,, ”T“ = 1 oldugundan yukaridaki teoremden lim,,_,,, /n = 1 sonucunu elde ederiz. O

EEEBREI 48.26. (Sandvic Teoremi) Sonlu saydaki terimleri hari¢ diger tiim terimler icin

an < by <oy
ve lim,, oo @, = lim,, oo ¢, = L ise lim,, oo b,, = L.
Ornek 48.27. lim,, oo < limatini hesaplayinaz.
Coziim
1 cosn 1
o< <=
n n n

cosn

ve lim,, . % = 0 oldugundan yukaridaki Sandvi¢ Teoreminden lim,, = ( sonucunu elde ederiz. O

BRI 48.28. Monoton bir dizinin yakinsak olmas i¢in gerek ve yeter kosul sinurly olmasidar.

=X . . o 1 1 1 L. o . ..
Ornek 48.29. Genel terimi an, = -5 + =5 + -+ + 5, dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim Oncelikle dizinin monoton oldugunu gosterelim:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
" —a, = — — | = — — >0
1 — 4 (n+2+n+2+’ +2n+2> <n+1+n+2+> +2n) M+l 2m+2 ntl 2022130+l

Simdi de dizinin simirh oldugunu gosterelim:

= oyt L L
n+1 n+2 2n — n+1 n+1 n+1 n+1
n ;;IIC
Ve yukaridaki teoremden monoton ve sinirh bir dizi oldugundan yakinsaktir. 0J

Ornek 48.30. a; = /2, ani1 = V2 + a, bagintisinan saglayan {a,} dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve yakinsadige sayiyr bulunuz.

Coziim Oncelikle dizinin iistten smirh oldugunu gosterelim:
a; = \/5 <2

az = \V2+V2<V2+2=2

a3z = V2+ay<V2+2=2
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olacagindan a,, < 2 dir ve yani dizi tistten sinirhidir.

2+a, —a? (2—a,) (1+ay,)
Upel — Qp =2+ ap — @y, = o= >0
! V2Fant+a, 2+ an+an

oldugundan dizi monoton artandir. Yukaridaki Teoremden lim,, .., a,, = a diyelim.

lim app1 = limvV24a,=,/2+ lima,=a=vV24+a=>d*=24+a=
n—0o0

n—oo n— o0

a*—a—2 = 0=(a—2)(a+1)=0=a=2

RO 48.31. {a,} dizisi sunarl ve lim,,_,o0 by, = 0 ise lim,_,o0 (anby) = 0.

Ornek 48.32. {(-1)" HQLH} dizisinin limitini bulunuz.

Cozim a, = (—-1)",b, = = ve {a,} dizisi smurhdir ve lim,, o 7755 = 0 oldugundan lim,, (—1)" = =0 dir.

BB 48.33. |a| < 1 ise lim,_. a” = 0.
Ornek 48.34. {(—=1)" £} dizisinin limitini bulunuz.
Coziim a = —% dersek |a| = ‘—%‘ <1=lim, . (—1)" 3—: =0
BB 458.35. {a,} dizisi icin f (n) = a, olacak sekilde bir fonksiyon mevcut ise

lim f(z) = lim a,

T—00 n—o0
Ornek 48.36. {1“7"} dizisinin limating bulunuz.
Coziim

1
Ty === B e 2257 =0

oldugundan yukaridaki Teoremden lim,, an = 0 elde ederiz.

Ornek 48.37. {g—;} dizisinin limitini bulunuz.

Cozim

2% . 2% . 2%In2
fla)=c=lm — =  Ho—— =00

oldugundan yukaridaki Teoremden lim,, % = ( elde ederiz.
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Ornek 48.38. Genel terimi an = (Z—J_ri)n olan dizinin limiting bulunuz.

Coziim

1 | 1) —1 —1
lim Ina, = lim nln(ThL ): i n(n+1) T n(n—1)
n—o00 n—oo n—1 n—o00 -
11 2 9
— — 7 — 2
= lilen_1 = lim "zl_lzlim 2n :2:>1n<liman>—2:>
L1Ho6pital n—o00 —3 n—00 —3 n—oo N2 — 1 n—00
lim a, = é?
n— o0
O
49. Seriler

49.1. Verilen bir {a,} dizisi i¢in
a +azt ot

toplamina sonsuz seri denir ve Y, | ai seklinde gosterilir. ay sayisina da serisinin genel terimi denir.

ST = a1

So = ai+as

S3 = a1 taztas

Sp = a1+ ag+---ay

seklinde tanimlanan {s,} dizisine Y .-, ax serisinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger kismi toplamlar dizisi yakinsak ise seri de
yakinsaktir. Yani

limsn:LéZak:L

n—oo
k=1
Eger kismi toplamlar dizisi yakinsak degil ise seriye wraksak seri denir.

Tanim EEERA

Zar"‘l:a+ar+ar2+---+arn_l+“'
n=1
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serisine geometrik seri denir.
_ 2 n—1
S, = a+ar+ar-+---+ar
= ar+a’+-F+ar" =
1—r"

TSn
Sp—TS8, = a—ar" = 8,=a
1—r
Buna gdre eger |r| < 1 ise
) ) 1—r" a
lim s, = lim a =
n—00 n—soo 1 —71 1—7r
ve eger |r| > 1 ise wraksaktur.
Ornek 49.3. (é + 2—17 + é + - ) serisi yakinsak madir? Yakinsak ise yakinsadigr degeri bulunuz
= _ oo 1 1 1 1 1 1 1 1
Comim (5+z+g+)=s(l+5+z+ )= =5 U
Ornek 49.4. S o (=) o serisi yakinsak madvr? Yakinsak ise yaknsadiqe degeri bulunuz.
Coztiim a = 5,7 = —1/4 i¢in
~ 5
=4
O

.
:0(_1) 1 (—1/4)

n

Ornek 49.5. Bir top 6m yikseklikten asagqiya burakiliyor ve her seferinde yiksekligin 2/3 katr kadar yukar: ¢ikip tekrar inerek bu

hareketi tekrarlwyor. Topun yukar: ve asagr hareketinin toplam uzunlugunu bulunuz.
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k) I O [ L __
. JT I|I II : '|| /‘\1
| | | | | |

Coziim

Ornek 49.6. 5.232323... devirli ondalik sayrsina tki tam sayinin orant seklinde ifade ediniz.
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Cozim

23 23 23
5.232323.. = 5+ — + + +
100 (100)* ~ (100)?

2 1 1 1
= 54— (14+—+ + +o-
100 < 100~ (100)> ~ (100)° )

—5+23>|< 1 _5+23_518
100 1-— Wlo 99 99
OJ
Ornek 49.7. S, m serisi yakinsak maudir? Yakinsak ise yakinsadigi degert bulunuz.
Coziim
1 1 1 = 1 = (1 1
_ = —_ — = - = [
n(n+1) n n+1 ;n(wrl) ;(n n—l—l)
S, = a1+as+---+a,
(1 1 N 1 1 N 1 1 P 1 1
1 2 2 3 3 4 n n+l
B 1
B n+1
. . 1 -
lims, = lim (1- =1 — =1
n—00 n—00 n+1 —t n (n + 1)
O
Ornek 49.8. S0 n? serisi yakinsak madir? Yakinsak ise yakinsadige degeri bulunuz.
Coziim
1) (2 1
Sp, = a1+a2+...+an:12+22+...+n2:n(n+ )6(n+ )
1) (2 1
lim s, = lim n(n+1)@n+1) =00
n—00 n—00 6

oldugundan seri raksaktir.

BEEBEER 19.9. Eger 200, ay, serisi yakinsak ise limy_,o0 ax = 0 dar. Tersine limy o0 a # 0 ise Yo, ay, serisi wraksaktor.
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Ornek 49.10. > "TH serisi yakinsak madir? Yakinsak ise yakinsadigr degeri bulunuz.
Coziim

oldugundan yukaridaki teoremden » >, ”T“ serisi 1raksaktir.

Ornek 49.11. 32 (—=1)""" serisi yakinsak midir? Yakinsak ise yakmnsadigu degeri bulunuz.
Coziim lim,, o (—1)"" limiti meveut degildir. O halde yukaridaki teoremden 32 (—=1)"*" serisi waksaktir.

Ornek 49.12. > % serisi yakinsak madir? Yakinsak ise yakinsadigr degeri bulunuz.

1+1+ 1+1 + 1+1+1+1
Son = — — — — — — —
2 2 34 56 7' 8
1
B

Coziim

1
< 14 -+2%~+4x-+8% — 2n!
M R R TR
TR I RN
= -+ == — = 00
272 ) 2

_ 49.13. Eger >~ a, ve > .~ b, serisi yakinsak ve Y - a, =a,» . b, =b ise
1) Zzozl (an + bn) =a=xb

2) 3> ca, =cx*a
- 49.14. Eger > | a, serisi yakinsak ve Y | b, serisi wraksak ise Y - (an, £ by,) serisi de waksaktur.

Ornek 49.15. Eger >, 32;—:1 serisi yakinsak madir? Yakinsak ise yakinsadigr degeri bulunuz.
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Cozim
gl & 3\ "1 1 > 1 1 1 1
_;«6) B >_Z<2n—1_6n—1)_1—§_1—é

4 serisi yakinsak mudir? Yakinsak ise yakinsadige degeri bulunuz

Ornek 49.16. 300 4.

Coziim
= 4 =1 1
EE: ::ZijE: on—1 ::4]___% =8
n=1

2n—1

n=1

1

- 49.17. Yeniden indislemeler:
(0. 0] o o (o] 1 o
> o w2 = D ) 50 =D 5

> =
n=1 n=1—h n=0 n=4

50. Pozitif Terimli Seriler icin Yakinsaklik Testleri

n=1+h

50.1 integral Testi.

n=1

335

a, serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter

S 50.1. > 1 an pozitif terimli bir seri olsun. a, = f(n) olacak sekilde pozitif,sirekli ve monoton azalan bir fonksiyon i¢in

(x) dx integralinin yakinsakhklars aymdir. Bu durumda > -

S ay serisi ile [ f
kosul fl x) dx integralinin yakinsak olmasidar.

Ornek 50.2. Yo — serisinin p > 1 igin yakinsak p < 1 i¢in wraksak oldugunu gosteriniz

fonksiyonu pozitif monoton azalan fonksiyondur

Coziim f(x) = =

>~ 1 T
/ —d:B— lim
. aP t—00 —p—|—1 ]_—pt—)oo

f > Ldx integrali p > 1 1(;111 yakinsak oldugundan Integral Testinden Yo p
1raksak oldugundan > p serisi p < 1 i¢in wraksaktir.
serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Ornek 50.3. >°°° |

EAEN U 0, Eg
1 B , Eger p>1
lim (t 1)—{ 0, Eger p < 1

serisi p > 1 i¢in yakinsaktir. f1

L dz integrali p < 1 icin
O
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Coziim f (z) = w%ﬂ fonksiyonu pozitif monoton azalan fonksiyondur.

<1
dz = lim arctanz|) = lim (arctant — arctan1) =
. 241 t—00 I s

Mﬁ

fl - +1d:v integrali yakinsak oldugundan Integral Testinden > seriside yakinsaktir.

2+1
50.2. Karsilagtirma Testi.
EEERER 50.4. >0 a,, 32 | b, pozitif terimli bir seriler olsun. a, < b, olmak iizere

1) 37> ay, serisi waksak ise Y- b, serisi de wraksaktur.
2) > | b, serisi yakinsak ise Y -, a, serisi de yakinsaktur.

Ornek 50.5. p 15n 7 serisi yakinsak madur?

Coziim
5 5 1 - 1
= = - > —
sn=1 5(n-3) n-g n
S 1 L serisi raksak oldugundan karsilastirma testine gore > 5n5 7 serisi de raksaktir.
Ornek 50.6. >, L serisi yakinsak madir?
(oztim
1 1
[ >9n—1 o =
n! >2"" = o < =

Yo 2,1%1 serisi yakinsak oldugundan karsilagtirma testine gére > 7 # serisi yakinsaktir.

50.3. Limit Testi.
BEEEER 50.7. >°°° | a,, pozitif terimli bir seri olsun.

lim nPa, = c
n— o0
olsun.

1) c¢>0,p>1ise > .~ a, yakinsaktur.
2)c>0,p<1ised <~ a, waksaktur.

Ornek 50.8. Zle (i’j:)lg serisi yakinsak madir?

2n+1
(n+1)*

Cozim lim, o n =2 =¢,p =1 oldugundan limit testine gore Y - 22t serisi raksaktir.

(n+1)*

Ornek 50.9. > 7, 1:’;}:;" serisi yakinsak mudir?

o
e
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Cozim
i 1+nlnn o n+n?lnn ) n L n?lnn
imn——— = lim ———— = lim im
n—00 ’n,2—|—5 n—00 7’L2+5 n—00 ’n,2—|—5 n—00 ’n,2—|—5
2] |
= O—l—limnimé:OleimniZ:oo:c
nosen? (1+ ) nooe (14 5%)

14+nlnn

SE serisi wraksaktir. ]

p = 1 oldugundan limit testine gore > >

Ornek 50.10. Yo % serisi yakinsak madir?

Coziim lim,,_,oo n®/ 2% = lim, ;oo n1Inn = lim,,_ 11“72 = lim,,_,o %/"HQ =oc0o=c,p= g oldugundan limit testine gore Y -, % serisi
yakinsaktir. 0
50.4. Oran Testi.
_ 50.11. > 7 | a, pozitif terimli bir seri olsun.
. An41
lim =
n—oo aTL
olsun.
1) c<1lised 2 ay serisi yakinsaktor.
2) ¢ >1ise > a, serisi wraksaktur.
3) c=11se ) a, yaknsaklhgr hakkinda kesin bir sey soylenemez.
Ornek 50.12. 32, EZL))! serisi yakinsak madir?
Cozim
2n+2)!
e na ) L i+ 2) e+ 1)@ () . (2n42)(2n+1)
1 o = lim B ;= lim 5 5 ;= lim 5 =4
o B T G DI e e ) @)l e ()
oldugundan oran testine gore » >, Ei?))zl serisi iraksaktir. O

Ornek 50.13. 3., 4?2(;‘;?2 serisi yakinsak madur?

Cozim

n+1 n '2
CTmi L A DR @2n) 4s 4" 12D () A (n4 1)
lim ————5— = lim 5 = lim 5 = lim =

(2n)!
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47 (n))?
(2n)!

oldugundan oran testine gore » 7, serisinin yakinsakligi hakkinda net bir sey soyleyemeyiz.

Ornek 50.14. S0 132-Cnl) gorisi yakinsak madur?

4n2nnl
Coziim
; L) o135, (2n-1)(2n+1)  4m2nl L et )
11m = [11m = im —
wse L3BelnoD) DT gege (1 1)l 135, (20— 1) noedx2x (n+ 1)
1.3.5...(2n—1)

oldugundan oran testine gore »_ >, serisi yakinsaktir.

4nonp)
50.5. Kok Testi.

_ 50.15. > 7 a, pozitif terimli bir seri olsun.
lim /a, =c

n—oo

olsun.

1) e <1ised " a, serisi yakinsaktir.

2) ¢ >11ise > a, serisi wraksaktur.

3)c=11ised > a, yakinsaklge hakkinda kesin bir sey soylenemez.

Ornek 50.16. "% 2 serisi yakinsak madir?

n=1 2n

Coziim

n?2 1 1
. nftv _ I n/ 2 _
0o pn2

oldugundan kok testine gore ) ", 5% serisi yakinsaktir.

Ornek 50.17. 3 < serisi yakinsak madir?

n=1

Cozim

oldugundan kék testine gére Y 7 | & serisi wraksaktir.

Ornek 50.18. Yo ("TH)n serisi yakinsak madur?

1

4
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lim <"+1> — lim ("+1) =1
n—oo n n—oo n

oldugundan kék testine gére > oo | (%2)" serisinin yakinsakhg: hakkinda kesin bir sey soylenemez. Ancak lim, o (Z2)" = e # 1

oldugundan 1raksaktir. 0

Cozim

51. Kuvvet Serileri

deviiinl 51.1. x = 0 merkezli kuvvet serisi
o
n o __ 2 n
E ' =cgt+cr+crt+ -+t -
n=0
formundadir. x = a merkezli kuvvet serisi ise

ch(:c—a)":co+01(:c—a)+02(:c—a)2+-~-—|—cn(:c—a)"-~-

n=0
- o 0o g" 00 (x_l)” oo g2n . -7
formundadur. Burada co,ci,co,- -, ¢, katsayplarder. Orenegin, 0" (%0 > == % "™ | L0 kuwvvet serileridir.
- 51.2. Kuwvet serilerinin yakinsakligr icin oran testini uygqulayabiliriz. Yani,
n+1

. e (z—a _ enp (@ —a

fim |t Z Ty | @)

n—00 Cn, (SL’ — a) n—oo Cn

ifadesini saglayan x degerleri i¢in seri yakinsaktir. Veya kok testini uygulayarak
lim {/c, (z—a)" <1
n—o0

esitsizliging saglayan x degerleri i¢in seri yakinsaktor.

Ornek 51.3. Yoo o™ geometrik serisi ayne zamanda bir kuvvet serisidir. Bu seri hangi x degerleri i¢in yakinsaktur?

Cozim

= lim |z| = |z| < 1

n+1
n—00

degerleri i¢in yakinsaktir. 0

Ornek 51.4. Yoo 2 serisi hangi x dejerleri icin yakinsaktir?

n!
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Cozim
mn+1 nal '
lim | = i || = lim —0<1
oldugundan tiim x degerleri i¢in yakinsaktir.
Ornek 51.5. > (—%)n (x — 2)" serisi hangi x degerleri i¢in yakinsaktir?
Cozim
_l)n+1 (ZIZ' o 2)n+1 1 1
lim ( 2/ lim [—=(z—=2)|=|—-=(r—2)| < 1=
lr—2] < 2=0<x<4
degerleri i¢in yakinsaktir.
Ornek 51.6. > 32: serisi hangi x degerleri i¢in yakinsaktir?
Cozim
2n 2 2
lim (/2 = lm ~ =2 <1= 2] <3
n—00 3n n—oo 3 3

BEEOESI 51.7. (Terim terime diferansiyellenebilme) 3.°° ¢, (v —a)", | — a| < R yakwnsak olsun.

:ch(x—a)"

olmak tuzere f diferansiyellenebilirdir ve

o / (o]
f(z) = (chzz—a ) :Z(cnx—a chn (x—a)""
n=0 n=0
o0 " [o¢]
f(x) = (chzz—a ) :Z(cn:ﬂ—a chn (n—1)(x—a)"?
n=0 n=0
seklinde verilir. f (x) fonksiyonu ve f'(z), f" (x) fonksiyonlar: ayni x degerleri igin yakinsarlar.

Ornek 51.8. > 2" = =, |z] < 1 olduguna gére Y o> na™ 1, 3> n(n —1)a"? serilerinin toplam nedir?
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o ee o0 n __ 1 o e . .
Qoziim ) °  a" = — serisini diferansiyellersek

(gx”),:(l_x) :>ch 1:%x)2,\x\<1

ve terkar diferansiyellersek

O

- 51.9. Terim terime diferansiyellenebilme her seri icin miimki degildir. Ornegin > °% Smn?x) serisi her x degeri igin yakinsak

iken bunun diferansiyeli olan Y >~ | "‘%ﬁ"m) serisi hichir x degeri i¢in yakinsak degildir.

BEEOESI 51.10. (Terim terime integrallenebilme) >°°0 ¢, (x — )", |z — a| < R yakinsak olsun.

:ch(:c—a)"

olmak tizere f integrallenebilirdir ve

/f(a:)dxz/(ch:)s—a )d:)s—Z/cnx—a i::

seklinde verilir. f (z) fonksiyonu ve [ f (x)dx fonksiyonu ayni x degerleri i¢in yakinsarlar.

TL+1+C

Ornek 51.11.
oo 221 .
tanz = (—1)""" =r— =7 < 1
arctan ;( ) 51 =% 3+5 7+ ||

oldugunu gosteriniz.
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Cozim

Ornek 51.12.

oldugunu gosteriniz.

Coziim

R R 7
- 1 1
2, 4 _ 6 _ 2\" _ _
f'(x) l—z"+=2x x+..—;(—x) _1—(—x2)_1+x2:>
1
/f'(a?)dx /1+x2dx:arctanx+C:>f(x):arctanx+C’
f(0) 0=C=0=
o0 2n—1 3 5 7
arctan Z(—l)"_1 2:);_1 =T — %+% - x7+,|x| <1
n=1
B o (_1)n—1xn_ 2 3 4
ln(:c+1)_nZ::1 ———r- 4ol <]
2?2 a3 2t
f(l’) SL‘—?—F?—Z—F .=
- 1 1
/ 1— 2— 3 g — n: g
1 (x) r+az—ax + HZ:%( ) e 1+$:>
/f’(x)dm /1+$dx:1n(x+1)+C:>f(x)zln(x+1)+C
f(0) 0=C=0=
0o (_1)n—1xn 213'2 3 4
n(x+1) " x 2+3 + .., x| <

8. DIZILER VE SERILER




52. TAYLOR VE MACLAURIN SERILERI

52. Taylor ve Maclaurin Serileri

52.1. f (z) fonksiyonu x = a noktasinda tim tirevieri mevcut olsun. f(x) fonksiyonunun Taylor serisi

[ ()

seklinde ifade edilir. f (x) fonksiyonunun Maclaurin serisi, f (x) fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Taylor serisidir:

®_ r(n) (g

n

"(a ) ) (g
— J@ @ —a)+ T @y

(x—a)" +---

> f(n)
) = SN0,

" (n)
— f(O)—i—f'(O)x—l——fz(lo)x2+-~-+fT!(O):c"—l—“'

Ornek 52.2. f(z) = * fonksiyonunun x = 2 noktasindaki Taylor serisini bulunuz.

Céziim
f(2)

(@)

" (x)

f" (@)

1 , 1
—_ = 2 — _ _
== f@)=-3
2 , 2
— = 2 — _
5= 112 =3
2% 3 2% 3
e =
n ! N n n!
()" 5 = @) = (-1 5
1 -3 : ), 5t 3 (—1)" gt "
§+T(:c—2)+§(:c—2) + (x—2)"+---+ o (x—2)"+
11 1 1 —1)" n
__§ﬂ¢—m+5§@—2f—§ﬂx—mﬁ+ + G (@ —2)"+

343
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ve yakinsadigi x degerleri

—1)ntt n+1
lim 2+2n( A D |<1:>|9:—2|<2
n—00 (2—71131 _ 2)“ 2

degerleri icin seri yakinsaktir.

Ornek 52.3. f(x) = e* fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Maclaurin serisini bulunuz.

Coziim

1 mn
flz) = 1+I$+5$2+§x3+---+—'x +
o0 1 .
- >k
n!
n=0
ve yakinsadigi x degerleri
1 n+1
lim | {22! T L

oldugundan tiim x degerleri i¢in seri yakinsaktir.

Ornek 52.4. f (z) = cosx fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Maclaurin serisini bulunuz.
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Cozim

f) =1

f'(x) = —sinzx= f(0)=0
f"(x) = —cosx:>f'(0
f/// (.:C) — SlIl.ZL’ :> f///( ) —

f(2n—1) (z) = (~1)"sinz = f(2n—1) (0)=0

1 1 (=1)" o
fla) = 1—ga?+ ottt ™
o0 _1 n
D
n=0 ’
ve yakinsadigi x degerleri
(D" on+2 9
. | @ : |27
lim |[————| = lim =0<1
oldugundan tiim x degerleri icin seri yakinsaktir. O

Ornek 52.5. f(z) = sinz fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Maclaurin serisini bulunuz.
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Cozim
f0) =0
f'(x) = cosz= f(0)=1
f"(x) = —sinz= f"(0)=-0
f"(x) = —cosx= f"(0)=-1

e (z) = (=1)"sinz = f@(0)=0
OV (@) = (—1)" cosa = fED (0) = (~1)"

1.3 1'5 (—].)n_l l.2n—1
f(l’) = X — — 3 +a+“‘+w+"'
B i (_1)" 1x2n—1
—~  (2n—1)!
ve yakinsadigi x degerleri
( 1)nw2n+1 | 2|
. (2n+1)! . T
1 — | =lm —— = 1
B s e O Rl
(2n—1)!
oldugundan tiim x degerleri i¢in seri yakinsaktir.
Ornek 52.6. (Euler Esitligi)
e = cosf +isinf
oldugunu gosteriniz.
Coziim enin Maclaurin Serisinden
G0 = 11 (i) o (0 4 (10 o ()"
2! 3! n!
62 94 6° 0 0 0
= (1—54-1—54— )—FZ(e—i—Fg—ﬁ‘F‘”

= cosf+isiné
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Burada cos, sin § min Maclaurin serilerinin

92 94 96
cosh = Iogtgp-gt
. 0 0> 97
R e TR T T

olmasini kullandik.






