Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Turevler ve Bir Egrinin Bicimi

Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Sekilde grafik A'dan B'ye kadar yiikselmekte B'den C'ye kadar diismekte
ve C'den D'ye kadar tekrar yiikselmektedir f fonksiyonu [a, b] araliginda
artan, [b, c] araliginda azalan, [c,d] araliginda ise yine artandir.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Artan ve Azalan Fonksiyonlar

y

x1 ve z2 noktalari a ve b arasinda, x1 < x3 kosulunu saglayan herhangi
iki nokta ise f(x1) < f(z2) olduguna dikkat ediniz. Bu ozelligi artan
fonksiyonun tanimi icin kullanacagiz.

I arahigindaki her 1 < x9 icin f(x1) < f(x2) ise f fonksiyonu I
araliginda artandir.

I araligindaki her x1 < g icin f(x1) > f(x2) ise f fonksiyonu I
araliginda azalandir.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Artanlik-Azalanlik Testi
(a) Bir aralikta f/(x) > 0 ise bu aralikta f artandir.
(b) Bir aralikta f’(z) < 0 ise bu aralikta f azalandir.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Ornek 1
f(x) = 32* — 423 — 1222 + 5 fonksiyonunun artan ve azalan oldugu
araliklari bulunuz.

Cozum.
Burada
f(x) = 1223 — 1222 — 242 = 122(z — 2)(z + 1)

olup artanlik-azalanlik testini kullanmak icin nerede f’(x) > 0, nerede
f'(z) < 0 oldugunu bilmek zorundayz.

Bu f/(x)'in ¢arpanlarinin isaretlerine baghdir. Bu ¢arpanlar, 12z, (x — 2)
ve (z + 1)'dir.
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Coziim (devami).
Gergel dogruyu ug¢ noktalari —1, 0 ve 2 kritik noktalari olan araliklara
bolelim ve calismamizi bir gizelgeye yerlestirelim

T -1 0 2

12z T D
x+1 — ¢ - - ¢ +
ISR

Arti isareti, verilen ifadenin pozitif, eksi isareti, verilen ifadenin negatif
oldugunu gosterir.
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Coziim (devami).

Dolayisiyla f(z) = 3z* — 423 — 1222 + 5 fonksiyonu
(—o00, —1) araliginda azalandir,

(-1 0) araliginda artandir,

(0,2) araliginda azalandr,

(2,00) araliginda artandir.
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f nin ¢ de bir yerel maksimumu ya da minimumu varsa, ¢ nin f nin kritik
sayisi olmasi gerektigini (Fermat Teoremi), fakat her kritik sayida bir
maksimum ya da minimum ortaya ¢ikmayacagini hatirlayalim.

Bunun sonucu olarak kritik sayida f nin yerel maksimumu ya da
minimumu olup olmadigimiz bir teste ihtiyacimiz var.

Birinci Tirev Testi

Bir f siirekli fonksiyonunun bir kritik sayisinin ¢ oldugunu varsayalhm.

(a) Eger f’ tiirevi c¢'de pozitiften negatife degisirse f'nin c'de bir yerel
maksimumu vardir.

(b) Eger f' tiirevi c¢'de negatiften pozitife degisirse f'nin c'de bir yerel
minimumu vardir.

(c) Eger f’ tiirevi c'de isaret degistirmezse (f’, ¢'nin iki yaninda pozitif
ya da negatif ise) f'nin c'de yerel maksimumu ve minimumu yoktur.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi

Artan ve Azalan Fonksiyonlar

y y
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| Flx) <0 Fx) >0
|
0 / L \ X 0 lc X
y y
f'x)>0
: f'x)y>0
|
0 I lc X 0
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Ornek 2
f(x) = 32* — 423 — 1222 + 5 fonksiyonunun yerel maksimum ve
minimum degerlerini bulunuz.

Cozum.
x -1 0 2
122 — b -0+ o+
RN
v+ 1 — 0+ Lo+ 0+
I

Cizelgeden f’(x)'in (—1) noktasinda negatiften pozitife degistigini
gorliriiz. Dolayisiyla, f(—1) = 0, Birinci Tiirev Testi ile bir yerel
minimum degeridir.
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Coziim (devami).

T -1 0 2

122 Y
z+1 — 0+ Lo+ 0+
N T

Benzer olarak, f’ tiirevi 2'de negatiften pozitife degisir. Burada
f(2) = —27'de bir yerel minimum degeridir.

Daha once de belirtildigi gibi f(0) = 5 bir yerel maksimum degeridir
¢linki f’(x) tiirevi 0'da pozitiften negatife degisir.
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Dusey Asimptot

Tanim 3
lim f(z) = oo lim f(z) =00 lim f(z) =00
z—a xz—a~ z—at
lim f(z) = —o0 lim f(z) = —o0 lim f(z) = —o0
z—a z—a~ z—at

ifadelerinden en az birinin dogru olmasi durumunda z = a dogrusuna
y = f(x) egrisinin diisey asimptotu denir.
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Ornek 4

y = tanx ve y = Inx fonksiyonlarinin grafiklerinde diisey asimptotlar
vardir.

Sekilden .
lim Inxz = —o0 /

z—0t

oldugu gordlir.

Sekilden

lim tanz = 400
z—(m/2)~

oldugu goriiliir. Aslinda, n bir tamsayi ol- Ay
mak lizere x = (2n+1)7/2 dogrulan y = T
tanx fonksiyonunun tim disey asimp- \
totlaridir. }




Yatay Asimptot
Yatay Asimptot

—oo sembolii bir sayi belirtmez ve

lim f(z)=1L

T—r—00

ifadesi

“z eksi sonsuza yaklasirken, f(z) in limiti L dir"
seklinde okunur.
Tanim 5
Eger, lim f(z) =L veya lim f(x) = L ise y = L dogrusuna
T—>00 T—r—00

y = f(z) egrisinin yatay asimptotu denir.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Yatay Asimptot

Ornek 6
Yatay asimptotu olan bir egri ornegi y = tan~! z dir.
y
2
0
X
-3
Gergekten,
. —1 m . —1 ™
lim tan” "z =——= lim tan™ o = —
T——00 T—00 2

oldugundan, y = —7/2 ve y = w/2 dogrular yatay asimptotlardir.



Biikeylik

Bir f fonksiyonunun f’ tiirevi bir I araligi lizerinde artan bir fonksiyon ise
f fonksiyonu (ya da grafigi) I lzerinde disbiikey denir. Eger f’ tirevi bir
I araligi lizerinde azalan bir fonksiyon ise f fonksiyonu I lizerinde
icbiikey denir.

y

of 4 digbiikey b icbiikey ¢ digbtikey *




Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Biikeylik

Bir egrinin bukeyliginin yonunin degistigi noktaya biikiim noktasi denir.

y

0| &«  dighiikey b icbiikkey ¢ digbiikey *

Sekildeki egri P'de disbiikeylikten icbiikeylige ve Q'da icbiikeylikten
disbukeylige degisir. Dolayisiyla P ve (Q noktalari egrinin biikiim
noktalardir.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Biikeylik

Bukeylik Testi

(a) I arahgindaki her z icin f”(x) > 0 ise I iizerinde f'nin grafigi
disbiikeydir.

(b) I araligindaki her x icin f”(x) < 0 ise I lizerinde f'nin grafigi
icbiikeydir.

Biikeylik testinden dolay ikinci tiirevin isaretinin degistigi herhangi bir

noktada bir biikiim noktasi vardir. Biikeylik testinin bir sonucu

maksimum ve minimum degerleri veren asagidaki testtir.

Ikinci Tiirev Testi
f"'niin ¢'nin yakininda siirekli oldugunu varsayalim.
(a) f'(¢c) =0ve f"’(c) > 0ise f'nin ¢'de bir yerel minimumu vardr.

(b) f'(¢) =0ve f"(c) <0ise f'nin c'de bir yerel maksimumu vardir.
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Not
f"(¢) = 0 oldugunda Ikinci Tiirev Testi sonuc vermez.

Diger bir deyisle, bu noktada bir maksimum veya bir minimum olabilir ya
da her ikisi de olmayabilir.

Bu test, f”(c) tamimli olmadiginda da gecerli degildir. Boyle durumlarda
Birinci Turev Testi kullanilmahdir.

Her iki testin kullanilabildigi durumlarda Birinci Tirev Testini kullanmak
¢ogu kez daha kolaydir.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Biikeylik

Ornek 7

y = x* — 423 egrisinin biikeyligini, biikiim noktalarini, yerel maksimum ve
yerel minimum degerlerini tartisiniz. Bu bilgileri kullanarak egrinin
grafigini ciziniz.

Cozum.
f(x) = 2% — 423 ise

f(z) = 42® — 122% = 42* (2 — 3)
f"(x) = 122% — 242 = 12z(2 — 2)

olur. Kritik noktalari bulmak icin f'nin tirevini sifira esitlersek
fl(z) = 42® —122% = 42*(2 = 3) =0

z =0 ve x = 3 buluruz.
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Cozim (devami).
Ikinci tiirev testini kullanmak icin kritik sayilarda

F0)=0  f"(3)=36>0

17(3) =0 ve f”(3) > 0 oldugundan ikinci tiirev testi 0 kritik noktasi
hakkinda bilgi vermez, f(3) = —27 yerel minimum degeridir.

Fakat, x < 0 ve 0 < z < 3 i¢in f’(x) negatif oldugundan birinci tiirev
testi bize f'nin 0'da bir yerel maksimumu ya da yerel minimumu
olmadigini soyler.
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Coziim (devami).

Ikinci tiirevin koklerini
f(z)y=12z(x —2)=0 = x=0 ve x=2

olarak buluruz.

x 0 2
z — 2 — 0 -0+
z — 9 + i o+
(@) + -+

(0,0) noktasinda biikeylik disbiikeylikten icbiikeylige degistigi icin biikiim
noktasidir.
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Cozim (devami).

V4
y=x*—4x°
(0,0)
inflection 2 3 *
points
(2,-16)
(3,-27)
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Ornek 8

f(z) = 2/3(6 — x)'/3 fonksiyonunun grafigini ciziniz.
Cozum.

Fonksiyonun birinci ve ikinci tirevleri

/ 4 - " -8
@ = mgpn 0= g

seklindedir. z =4 icin f'(x) =0 olup z = 0 veya x = 6 icin f'(x)
tanimli olmadigindan 0, 4, 6 noktalar kritik noktalardir.



Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Biikeylik

Coziim (devami).
Yerel u¢ degerlerini bulmak icin birinci tirev testini kullaninz.

x 0 4 6

4 -z + + @ - -
T R

(6 — )3 + +

[ R [ G




Tirevler ve Bir Egrinin Bigimi Biikeylik

Coziim (devami).
f tiirevi 0'da negatiften pozitife degistiginden f(0) = 0 yerel bir
minimumdur.
f' tiirevi 4'te pozitiften negatife degistiginden f(4) = 2°/3 bir yerel
maksimumdur.
f! niin isareti z = 6'da degismediginden bu noktada maksimum ya da
minimum yoktur.
-8
" o
Fia) = 2473(6 — )5/3
Ikinci tiirev testi, 4'te kullanilabilir fakat 0 ve 6'da f” tamimli
olmadigindan kullanilamaz.



Bikeyik
Cozim (devami).
f"(z)'in ifadesine bakilirsa
x 6
243 + + +
(6 — x)°/3 - + -
8
24/3(6 — 2)5/3 B B +
Ca 1G9 G

(6,0) noktasinin tek biikiim

noktasi oldugu gorilur.
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Coziim (devami).

y

4+ (4,25/3)

3--

2__

0l 1 2 3 4 5 7 X
y :X2/3(6 _X)1/3

Egrinin (0,0) ve (6,0)'da diisey tegetleri vardir. Ciinkii x — 0 ve z — 6
iken |f'(z)] — oo olur. O
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Ornek 9
f(z) = e!/* fonksiyonunun asimptotlarla birlikte birinci ve ikinci
tirevlerini kullanarak grafigini ciziniz.

Cozum.
f'nin tanim kiimesi {z | x # 0} kimesidir. Dolayisiyla, z — 0 iken f'nin
sagdan ve soldan limitlerini hesaplayarak diisey asimptotlarini kontrol
edebiliriz.

x — 0T iken t = % — 0o oldugunu biliyoruz. Buradan,

1z _

lim e
z—0t

o

olur. x — 0~ iken 1/x — —oo oldugunu biliyoruz. Buradan,

lim e!/% =0
r—0~

olur.
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Coziim (devami).

Il

)
—
=Y
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Coziim (devami).
T — Fo00 iken %—>0ve

lim eY/* =el =1
T—TFoo

olur. Yani, y = 1 yatay asimptottur.
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Coziim (devami).

Il

)
—
=Y
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Cozim (devami).

Simdi f'nin birinci ve ikinci tiirevlerini hesaplayalim. Zincir kural ile

el/z
f/(l‘) - 72
hesaplanir.
Her & # 0 igin 22 > 0 ve e'/* > 0 oldugundan her z # 0 igin
f(x) < 0'dr.

Dolayisiyla, f fonksiyonu (—o0,0) ve (0, c0) araliklarinda azalandir.
Kritik nokta olmadigindan f'nin yerel maksimumu ve yerel minimumu
yoktur.
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Coziim (devami).
Ikinci tiirev
2, 1/z(_ 2\ _ l/z 1/
f”(x):—x e/?(=1/x") —e'/*(2x) _e (2z+1)

xt z

1/x

olarak hesaplanir. e'/* > 0 ve z* > 0 oldugundan

1
T> -5 (x #0) iken f(z) >0
ve .
z<—3 iken f"(z) <0

olur.
Boylece, egri (—oo, —1/2) araliginda i¢cbiikey (—1/2,0) ve (0, c0)
araliklarinda disbiikeydir. (—1/2,e2) biikiim noktasidir.
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Coziim (devami).

inflection




	Türevler ve Bir Egrinin Biçimi

