Bagimh Hiz

Eger bir balonun icine hava pompalarsak, balonun hem yaricapi hem de
hacmi artar ve artis hizlar birbirine bagimhdir. Fakat, hacminin artis
hizini dogrudan olgmek yaricapin artisini 6lgmekten daha kolaydir.

Bagimli hiz problemlerindeki fikir, bir niceligin degisim hizini, (Sl¢timii
daha kolay olabilen) diger bir niceligin degisim hizi cinsinden
hesaplamaktir.

Bunun icin yontem; iki nicelige bagh bir denklem bulmak ve sonra zincir
kuralini kullanarak her iki tarafin zamana gore tiirevini almaktir.
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Ornek 1

Kiiresel bir balon igine hava pompalandiginda balonun hacmi 100 cm?/sn
hizla artiyor. Balonun ¢api 50 cm oldugunda yaricapindaki artis hizi ne
kadardir?

Cozum.

Iki seyi tanimlamakla basliyoruz.

Bu nicelikleri matematiksel olarak ifade etmek icin bazi fikir verici
gosterimleri tanimlayacagiz.

Balonun hacmi V' ve yaricapi r olsun.

Verilen Hacimin artis hizi 100 cm?/sn dir.
Bilinmeyen Cap 50cm oldugundaki yaricapin artis hizi.

Animsanmasi gereken ana dusuince degisim hizlarinin tiirevler oldugudur.
Bu problemde, hacim ve yaricap t zamaninda bagl fonksiyonlardir.
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Coziim (devami).

Hacmin zamana gore artis hizi dV//dt tiirevi ve yaricapin artis hizi dr/dt
tiirevidir.

Verileni ve bilinmeyeni yeniden asagidaki gibi ifade edebiliriz.

Verilen % =100 cm?/s
dr

Bilinmeyen r = 25 iken 77
dV/dt ve dr/dt arasinda baglanti kurmak igin dnce V' ve r arasinda
kirenin hacim formili ile baglanti kurmak igin

4 .
V=
37
yazalim.
Verilen bilgileri kullanmak i¢in bu denklemin her iki tarafinin t'ye gore
tirevini alacagiz.
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Coziim (devami).

Sag tarafin tiirevini almak igin zincir kuralini kullanirsak

AV AV adr

dt — dr dt dt

elde ederiz. Simdi, bu denklemden bilinmeyeni ¢ozersek

dr_ 1 _dv
dt — 4mr? dt
buluruz. Eger, bu denklemde r = 25 ve dV//dt = 100 koyarsak

dr 1 1

at = (22 T e

elde ederiz. Burada balonun yarigapinin (1/257) cm/sn hizla arttigini
goruruz.
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Ornek 2

10 m uzunlugundaki bir merdiven dik bir duvara dayaniyor. Merdivenin
alti 1 m/sn hizla kayarak duvardan uzaklasirsa merdivenin alt kisminin
duvardan uzakligi 6 m oldugu anda istiiniin duvardan asagiya kayma hizi

nedir?

Cozum.

Ik olarak, Sekildeki gibi bir sema
cizelim.  Merdivenin altindan duvara
olan uzaklik x m ve merdivenin tepesin-
den yere uzaklik ym olsun. Burada
x ve y degerleri zamani gosteren t'nin
fonksiyonlaridir.
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Coziim (devami).
Bize dz/dt = 1 m/sn oldugu veriliyor ve = 6 m oldugunda dy/dt
degerini bulmamiz isteniyor.
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Bu problemde, x ve y arasindaki iliski Pisagor teoremi ile
z? 4+ % =100

olarak elde edilir.
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Cozim (devami).

Zincir kuralini kullanarak her iki tarafin t'ye gore turevini alirsak

dx dy
2r— +2y— =0
T TV a
d d
olur ve bu denklemden isteneni ¢ozersek w__rar buluruz. x =6
dt y dt

oldugunda Pisagor teoreminden y = 8 olur. Bu degerleri ve dz/dt = 1'i
yukardaki denklemde yerine koyarsak

dy 6 3

—=—(1)=—-ft

ar =~ g = gt/
elde ederiz. dy/dt'nin negatif olmasinin anlami merdivenin lstiinden yere
olan uzakhgin 3/4m/sn oraninda azalmasidir. Diger bir deyisle,
merdivenin Gstii duvardan 3/4 m/sn hizla asagiya dogru kaymaktadir. []
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Ornek 3

Bir su tanki, taban yaricapi 2m ve yliksekligi 4 m olan ters cevrilmis bir
koni seklindedir. Eger tank icine 2m?/dk hizla su pompalanirsa derinlik
3m oldugu zaman su seviyesinin artis hizini bulunuz.

Cozum.

ilk olarak, Sekildeki gibi bir cembersel $ T

koni ¢izip isimlendirme yapalim.

V.r,h sirasiyla ¢t anindaki hacmi, .p T 4
ylizeyin yaricapi ve yiiksekligi olsun.
Burada, ¢ dakika ile dlciilmiistiir. ”
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Coziim (devami).
Bize dV/dt = 2m3/dk oldugu veriliyor ve h = 3m oldugunda dh/dt
degerini bulmamiz isteniyor. V' ve h arasindaki iliski

1
V= §7r7"2h
denklemi ile verilir. Fakat V'yi sadece h'nin fonksiyonu olarak ifade

etmek cok yararhdir.

r'yi yok etmek icin Sekildeki benzer ,, -+

ucgenleri kullaninz. Buradan

ro 2 h T4
h

elde ederiz. JL
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Coziim (devami).
Bunu V'de yerine yerlestirirsek

olur. Simdi her iki tarafin t'ye goére tiirevini alirsak

dl _ ﬁ;ﬂdj

dt 4 dt
olur ve boylece

dh _ 4 av

dt — mh? dt’

buluruz. h = 3m ve dV/dt = 2m3/dk’yi yerine koyarsak

dh 4 8 X .
FTRETEE 12 = o = 0.28 m”/dk elde ederiz.
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Maksimum ve Minimum Degerler

Diferansiyel hesabin en 6nemli uygulamalarindan biri, bir isi yapmanin en
iyi yolunu bulmak olan optimizasyon problemleridir.

® Maliyeti minimum yapmak icin bir teneke kutunun sekli nasil
olmalidir?

® Bir uzay mekiginin maksimum ivmesi ne olmalidir? Bu ivmenin
etkilerine katlanmak zorunda olan astronotlar icin onemli bir sorudur.

Bu problemler bir fonksiyonun maksimum ya da minimum degerlerini
bulmaya indirgenebilir. Simdi ilk olarak maksimum ve minimum degerle
tam olarak ne demek istedigimizi agiklayalim.
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Tanim 4

f bir fonksiyon ve D, f'nin tanim kiimesi olsun. D icindeki her x
elemani icin f(c) > f(z) ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda mutlak
maksimumu vardir.

f(c) sayisina f'nin D'deki maksimum degeri denir.

Benzer olarak, D igindeki her z icin f(c) < f(x) ise f fonksiyonunun ¢
noktasinda mutlak minimumu vardir ve f(c) sayisina f'nin D'deki
minimum degeri denir.

f'nin maksimum ve minimum degerlerine f'nin ug¢ degerleri denir.



Maksimum ve Minimum Degerler

Sekil d noktasinda mutlak maksimuma ve a noktasinda mutlak
minimuma sahip olan bir f fonksiyonunun grafigini gostermektedir. Bu
grafik tizerindeki en Ustteki noktanin (d, f(d)) noktasi ve en alttaki
noktanin (a, f(a)) noktasi olduguna dikkat ediniz.

VA
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Tanim 5

x noktasi c'ye yakin olduguda f(c) > f(x) ise f fonksiyonunun ¢
noktasinda bir yerel maksimumu (ya da goreli maksimumu) vardir.
(Bunun anlami c'yi iceren bir acik aralik icindeki her x icin f(c) > f(x)
olmasidir)

Benzer olarak, x noktasi c'ye yakin oldugunda f(c) < f(z) ise f'nin ¢
noktasinda bir yerel minimumu vardir.
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Ornek 6
Her z igin
—1<coszx <1

ve herhangi bir n tamsayisi icin
cos(2nm) =1

oldugundan f(x) = cosz fonksiyonu (yerel ve mutlak) maksimum degeri
olan 1'i sonsuz kez alir.
Benzer olarak, herhangi bir n tamsayisi icin

cos(2n + 1) = —1

fonksiyonunun minimum degeridir.
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Ornek 7

f(x) = 22 ise her x icin 22 > 0 oldugundan f(z) > £(0)'dir. Dolayisiyla,
f(0) = 0 degeri f'nin mutlak (ve yerel) minimum degeridir. Bu y = 2
paraboll tizerindeki en alttaki noktanin baslangic noktasi oldugu
gercegine karsilik gelir

YA

=Y

0

Bununla beraber, parabol tizerinde en list nokta yoktur ve bu yiizden bu
fonksiyonun maksimum degeri de yoktur.
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Ornek 8

Sekilde gosterilen f(x) = 23 fonksiyonunun grafiginden, fonksiyonun hem
mutlak maksimum hem de mutlak minimum degerlerinin olmadigini
gorliyoruz.

YA
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Ornek 9
f(z) = 3z* — 1623 4 1822 —1<z<4
Fonksiyonunun grafigi Sekilde gosterilmistir.
y
(=1,37) y=3x*—16x"+ 18x°
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(=1,37) y=3x*—16x>+ 18x?

(3,-27)

Buradan f(1) =5 in yerel maksimum ve f(—1) = 37 nin mutlak
maksimumum oldugunu goriiriz. [Bu mutlak maksimum bir yerel
maksimum degildir. Ciinkii u¢ noktada olusmustur]
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(=1,37) y=3x*—16x>+ 18x2

(3,-27)

Ayrica f(0) = 0 yerel minimum ve f(3) = —27 hem yerel hem de mutlak
minimumdur. Burada f nin x = 4 de ne yerel ne de mutlak
maksimumunun olmadigina dikkat ediniz.
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Teorem 10 (Ug Deger Teoremi)

f fonksiyonu bir [a,b] kapali araliginda siirekli ise ¢ ve d sayilari [a, b]
kapali araliginda olmak tizere f(c) mutlak maksimumum degerini ve f(d)
mutlak minimum degerini alir.

y y y
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Sekiller u¢ deger teoreminin hipotezlerinden birini kaldirdigimizda
(stireklilik ya da kapalilik) fonksiyonun u¢ degerlere sahip olmasi
gerekmedigini gosterir.



Maksimum ve Minimum Degerler

Uc deger teoremi bir kapali aralikta siirekli olan bir fonksiyonun bir
maksimum ve bir minimum degere sahip oldugunu soyler fakat bu ug
degerlerin nasil bulunacagi konusunda bir sey soylemez.

Yerel ug degerleri arayarak ise baslayalim.
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Sekil c'de bir yerel maksimumu ve d'de bir yerel minimumu olan bir f
fonksiyonunun grafigini gostermektedir. Maksimum ve minimum
noktalarinda teget dogrulari yataydir ve bunun sonucu olarak her birinin
egimi 0'dir. Turevin teget dogrusunun egimi oldugunu biliyoruz. Bu
nedenle, f'(c) =0 ve f'(d) = 0'dur.

YA
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Asagidaki teorem bu sonucun tiirevlenebilir fonksiyonlar icin daima dogru
oldugunu soyler.

Teorem 11 (Fermat Teoremi)
Eger f, ¢ noktasinda yerel maksimuma ya da yerel minimuma sahip ve

f'(c) varsa f'(c) = 0 saglanir.

Note

Dolayisiyla, f’(¢) = 0 oldugunda f'nin ¢ noktasinda maksimumu ya da
minimumu olmasi gerekmez. Diger bir deyisle, Fermat teoreminin tersi
genelde dogru degildir.
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YA

f(x) = 23 ise f'(0) = 0'dir ancak f'nin maksimum ve minimumu yoktur.
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y=|x|

f(x) = |z| ise f£(0) = 0 minimum degerdir fakat f'(0) yoktur.
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Tanim 12

f bir fonksiyon ve ¢ sayisi f'nin tanim kiimesi icinde olsun. Eger

f'(¢) =0 ya da f'(c) yoksa ¢ ye f'nin bir kritik noktasi denir.

Kritik sayilar cinsinden, Fermat teoremini asagidaki bicimde yeniden ifade
edebiliriz.

Teorem 13 (Fermat Teoremi)

Eger f'nin c'de bir yerel maksimumu ya da minimumu varsa ¢ noktasi
f'nin bir kritik noktasidir.
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Ornek 14
f(z) = 23/5(4 — z) fonksiyonunun kritik sayilarini bulunuz.

Cozum.
Carpim kurali ile

3 _ 34—-2x
34 -x)-5z 12-8x

5:2/5 - 52/5

olur. (Ayni sonug f(z) = 423/ — 28/5 yazarak da elde edilebilir.)
Boylece, f/(z) = 0'dan 12 — 8z = 0 olur. Buradan, z = 2 elde ederiz.
x = 0 noktasinda tiirev yoktur.

Sonuc olarak, % ve 0 kritik noktalardir.
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Kapali Aralik Yontemi

Bir [a, b] kapali araliginda tanimlanan bir siirekli fonksiyonun mutlak
maksimumum ya da minimum degerlerini bulmak icin:

@ f'nin (a,b) deki kritik sayilardaki degerlerini bulunuz.
® Araligin uc¢ noktalarinda f'nin degerlerini bulunuz.

© Adim 1 ve 2'deki degerlerin en biiyiigi mutlak maksimumum degeri,
en kigligl ise mutlak minimum degeridir.
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Ornek 15
f(x) = 322 — 12z + 5 fonksiyonunun [0, 3] araligi lizerinde mutlak
maksimum ve mutlak minimum degerleri bulunuz.

Cozum.

f(z) = 3z% — 122 + 5 fonksiyonu [0, 3] araliginda siireklidir.

f'(x) = 6z — 12 oldugundan x = 2 kritik noktadir. Kritik noktada
fonksiyonun degeri

f(2) =3(2)%*-12(2) +5= -7
dir. Ug noktalarda fonksiyonun degeri
£(0) =5 ve f(3) = —4

dir. Kapal Aralik Yontemini kullanarak bu li¢ degeri karsilastirirsak
f(2) = =7 mutlak minimum degeri ve f(0) = 5 mutlak maksimum
degeri olur.

OJ



	Bagımlı Hız
	Maksimum ve Minimum Degerler

