Tiirevler

Turevler

Daha once y = f(x) denklemi ile ifade edilen bir egrinin z = a
noktasindaki tegetinin egimini

e Jla )~ f(@)
h—0 h

olarak tamimladik. Buradan, konum fonksiyonu s = f(t) ile verilen bir
cismin t = a anindaki hizi

o) — 1 T0 1)~ Fa)

h—0 h

olarak verilir.



Tiirevler

Aslinda, herhangi bir bilim ya da muhendislik dalinda ne zaman bir
degisim hizi hesaplasak

i @+ h) = f(a)

h—0 h

seklindeki limitler ortaya ¢ikar. Bu bicimdeki limitlerle ¢ok yaygin olarak
karsilasildigindan bunlar i¢in ozel bir isim ve gosterim kullanilir.

Tanim 1
Eger varsa
f’(a) — lim f(a + h) - f((l)

h—0 h

limitine f fonksiyonunun a noktasindaki tiirevi denir ve f’(a) ile
gosterilir.



Tiirevler

x = a + h yazarsak h = & — a olur ve h'nin 0'a yaklasmasi icin gerekli ve
yeter kosul z'in a'ya yaklasmasidir. Dolayisiyla, teget dogrularini bulurken
gordiigiimiiz gibi, tiirevin esdeger tanimi

) -t L) @)

r—a Tr— a

ile verilir.



Tiirevler

Ornek 2
f(x) = 2% — 8 + 9 fonksiyonunun a noktasindaki tiirevini bulunuz.
Cozum.
Tanimdan,
: +h) — f(a)
! — 1 f(a
f(a) = lim Y
i [(a+h)>—8(a+h)+9] —[a® — 8a+ 9
N h—0 h
lim a’?+2ah+h?>—-8a—8h+9—a’>+8a—9
=1
h—0 h
2 2 8h
pim 2 T8 (et h—8) =208
h—0 h h—0

elde ederiz.



Bir Tegetin Egimi Olarak Tirevin Yorumu
Bir Tegetin Egimi Olarak Turevin Yorumu

y = f(z) egrisinin P(a, f(a)) noktasindaki teget dogrusunu, P’'den gegen
o o flz) = f(a)
ve m egimi m = lim ——————~=
T—a T —aq
tanimladik. Bu egim Tanimdan dolayi, f'(a) tiirevi ile ayni oldugundan
asagidaki gibi ifade edebiliriz.

deki gibi verilen dogru olarak

y = f(x) egrisinin P(a, f(a)) noktasindaki teget dogrusu (a, f(a))
noktasindan gegen ve egimi f’(a) (f'nin a'daki tiirevi) olan dogrudur.



Dolayisiyla, tiirevin geometrik yorumu Sekillerde gosterildigi gibidir.

y=f(x)

0 0
~— a ath X ~— a b X
’ . flat+h) - f(a) ’ . f(=@) = f(a)
=1 _— zr) = lim ————
f'(a) = Jlim . fi@) = Jlim ——
= P deki tegetin egimi = P deki tegetin egimi
= egrinin P deki egimi = egrinin P deki egimi

Dogru denkleminin nokta-egim bicimini kullanirsak y = f(x) egrisinin
(a, f(a)) noktasindaki teget dogrusunun denklemini

y—f(a)=f'(a)(x —a)

olarak yazabiliriz.



Ornek 3
y = 2% — 8x + 9 paraboliiniin (3, —6) noktasindaki teget dogrusunun
denklemini yaziniz.

Cozum.
f(x) = 22 — 8x + 9 fonksiyonunun a sayisindaki tiirevinin f’(a) = 2a — 8
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, (3, —6) noktasindaki teget dogrusunun
egimi f'(3) = 2(3) — 8 = —2 olur. Bundan dolayi, teget dogrusunun
denklemi

y—(-6)=(-2)(z-3)yaday=—2z

olur.



Coziim (devami).

y=x"—8x+9

=]
=Y




Fonksiyon Olarak Tirev

Onceki béliimde bir f fonksiyonunun

f/((l) — lim f((l + h‘) — f(a) (1)

h—0 h

ile tanimh sabit bir a noktasindaki tiirevi tizerinde durduk. Burada bakis
agimizi degistirelim ve a’'nin degisken oldugunu varsayalim. (1)'de, a'nin
yerine bir x degiskeni koyarsak

f/(.%') — lim f(:E + h) — f('r) (2)

h—0 h

elde ederiz. Bu limitin var oldugu her x sayisina bir f’(x) sayisi karsilik
gelir.



Fonksiyon Olarak Tiirev

Dolayisiyla; f’, f'nin tiirevi olarak adlandirilan ve (2) ile tamimlanan yeni
bir fonksiyon olarak ele alinabilir.

x'teki f'(x) degerinin geometrik olarak f'nin grafiginin (z, f(z))
noktasindaki teget dogrusunun egimi olarak yorumlanabilecegini biliyoruz.

f! fonksiyonu f nin tiirevi olarak adlandirilir ¢linkii f'den (2) deki limit
islemi ile “turetilmistir”.

f’ fonksiyonunun tanim kiimesi {x|f’(z) vardir} olarak verilir ve f'nin
tanim kiimesinden kiiciik olabilir.



Fonksiyon Olarak Tiirev

Ornek 4

f(x) = +/z ise f'nin tirevini bulunuz. f”'niin tanim kiimesini bulunuz.

Cozum.

/ _
~ lim vo+h—z
h—0 h

o YERh—VE Vatht o
0 h \/ﬁ—l—f
~ lim (x+h)—z 1 1
S0 h(Vr+h+vz) VI VETo 2y

x > 0ise f'(z) vardir, bu nedenle f’ niin tanim kiimesi (0, 00) olur. Bu
kiime, f nin tanim kiimesi olan [0, c0) kiimesinden kugiiktiir. O




Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

Diger Gosterimler

Bagimsiz degiskenin x bagimh degiskenin y oldugu geleneksel
y = f(x) gosterimini kullanirsak tiirev icin kullanilan bazi yaygin
gosterimler

p_dy _df _ d

fw) =y = =L = 2 f(w) = D)

seklindedir. D ve % sembolleri tiirev alma islemini ifade ettiginden
tiirev alma operatorleri olarak adlandirilir.



Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

d
Leibniz tarafindan ortaya konulan d—y sembolii (simdilik) bir oran olarak
x

degerlendirilmemelidir, yalnizca f’(z) ile esanlamlidir.

Buna karsin, ozellikle degisim gosterimi ile birlikte kullanildiginda ¢cok
yararli ve anlamli bir gosterimdir.

Tirevin tanimini Leibniz gosterimi ile

dy _ lim Ay
dr  Az—0 Az

seklinde yazabiliriz.



Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

d—y tirevinin bir a sayisindaki degerini Leibniz gosterimi ile
x

dy dy
% ya da d_jU:| -

r=a

olarak ifade ederiz ve bu gosterim ile f’(a) esanlamlidir.

Tanim 5

f'(a) varsa f fonksiyonuna a’da tiirevlenebilir denir.

f bir (a,b) (ya da (a,00) ya da (—o0,a) ya da (—o0,00)) agik
araligindaki her noktada tiirevlenebilirse f fonksiyonu (a,b) agik
araliginda tiirevlenebilir denir.



Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

Ornek 6

f(x) = |z| fonksiyonu nerede tiirevlenebilirdir?

Cozum.

Eger x > 0 ise, |x| = x olur ve h yi  + h > 0 kosulunu saglayacak kadar
kiigiik secebiliriz ve bu nedenle |z + h| = = + h olur. Dolayisiyla, x > 0
icin

+ h| — |z|
! — 1 |$
Fla)= h1—>0 h
N ) B U
h—0 h h—0h  h—0

elde ederi ve bu nedenle z > 0 igin f tlrevlenebilirdir.



Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

Cozim (devami).

Ayni sekilde, eger = < 0 ise, |x| = —z olur ve h yi, x + h < 0 kosulunu
saglayacak kadar kiigiik segebiliriz ve bu nedenle |z + h| = —(z + h) olur.
Dolayisiyla, z < 0 igin

. + h| — |z]
! — 1 |x
fiz) = lim ————
= lim —(@th) - (=2) = lim — = lim -1 = —1
h—0 h h—0 h h—0

elde ederiz ve bu ylizden x < 0 icin f tiirevlenebilirdir.
x = 0 icin sunu incelemeliyiz;

L FO0+h) = £(0)
h—0 h

w = lim 1} (limit varsa)
h—>0 h h—0 h




Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

Cozim (devami).

Sag ve sol limitleri ayri ayri hesaplayalim:

lim [0+h[—10] _ lim 1Al _ lim h_ lim 1=1
h—0+ h h—o+ h h—0+ h h—0+
ve
. |0+ h[—10] . |h| . —h .
lim = im B = lim —— = lim (=1) = —1.
pm = i 57 = lim == = lim (—1)

Bu limitler farkli oldugundan, f’(0) yoktur. Dolayisiyla, f, O disindaki her
noktada turevlenebilirdir.



Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

Cozim (devami).
f! nin formilind

Flz) = {1, x >0 ise,

-1, x<0ise

olarak verebiliriz ve grafigi sekildeki gibidir. f/(0) in var olmamasi gercegi
geometrik olarak y = |z| in (0,0) noktasinda teget dogrusunun olmamasi

olgusuna yansitiimaktadir. O
y
y
1
0 b
0 X -1




Fonksiyon Olarak Tiirev Diger Gosterimler

Siireklilik ve tiirevlenebilirligin her ikisi de bir fonksiyonun sahip olmasi
istenilen ozelliklerdendir. Asagidaki teorem bu ozelliklerin nasil iliskili
olduklarini gostermektedir.

Teorem 7
f, a’da tiirevlenebilirse f, a’'da siireklidir.

Not
Teoremin tersi yanlistir. Bir baska deyisle, surekli fakat turevlenebilir
olmayan fonksiyonlar vardir.

Ornegin, f(z) = |z| fonksiyonu igin

lim f(x) = lim || = 0 = £(0)

z—0

oldugundan f, 0'da siireklidir. Fakat, bir onceki ornekte f'nin 0'da
tiurevlenemedigini gosterdik.



Bir Fonksiyon Nasil Tiirevlenebilir Olmayabilir?
Bir Fonksiyon Nasil Tirevlenebilir Olmayabilir?

® Eger f fonksiyonunun grafiginde “kose” veya “kinlma” varsa f'nin
grafiginin o noktada tegeti yoktur ve f, o noktada tiirevlenebilir
degildir. f'(a) degerini hesaplamaya calistigimizda, sag ve sol
limitlerinin farkh oldugunu goriiriiz.
En son verdigimiz teorem, bir fonksiyonun tiirevi olmamasinin bir
baska yolunu verir. Eger f, a sayisinda siirekli degilse f'nin a'da
tiirevlenebilir olmadigini soyler. Bu nedenle, f siireksiz oldugu
noktada (6rnegin, sicrama bi¢cimindeki siireksizliklerde) tiirevlenebilir
degildir.

e Uciincii bir olasilik ise egrinin x = a’'da diisey bir teget dogrusuna
sahip olmasidir. Bir baska ifadeyle; f, a'da strekli ve

lim | f'(2)] = oo

r—a

olmalidir. Bu, x — a icin teget dogrularinin diklesmesi demektir.



Fonksiyon Olarak Tiirev Bir Fonksiyon Nasil Tiirevlenebilir Olmayabilir?

Sekilde ele aldigimiz ii¢ olasihgl da gosterilmektedir.

y y y
0 «  x 0 a  x 0 «  x

Kose Siireksizlik Disey teget dogrusu
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