Trigonometri
Acilar

Acilar derece ya da radyan (kisaca rad) olarak dlciilebilir. Bir tam donis
ile verilen aci 360° olup 27 rad ile aynidir. Dolayisiyla,

7 rad = 180° (1)

olup

180\ ° 0
1 =|— | =573° 1°=—rad = 0.01 2
rad < - > 57.3 180rad 0.017 rad (2)

elde edilir.



Ornek 1

(a) 60 derecenin radyan olgiisiini bulunuz.

(b) %r radyani derece cinsinden ifade ediniz.

Cozum.
(a) Denklem (1) ya da (2) den dereceyi radyana gevirmek icin 7/180 ile

carpmamiz gerektigini goruriz. Dolayisiyla

60° = 60 (%) - g rad

(b) Radyani dereceye cevirmek icin 180/7 ile ¢carpanz. Bunun sonucu

o7 om (180 o I
Z raa = Z <7‘(> = 225° dir. [



Kalkduliste tersi belirtilmedigi stirece acilari olgmek icin radyan kullaniriz.
Asagidaki tablolarda sik karsilasilan bazi agilarin radyan ve derece Ol¢usu
karsiliklari verilmistir.
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Acilar

Bir aginin standart konumu, Sekil 1 deki gibi kosesini baslangi¢
noktasina ve baslangi¢ kenarini pozitif z—ekseni lizerine
yerlestirdigimizde olusur.

Sekil 1: 0 > 0
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Sekil 2: 6 < 0
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Acilar

Sekilde standart konumda birka¢ aci ornegini gosterilmektedir. Farkli

acilarin ayni baslangic ve bitis kenarlarina sahip olabilecegine dikkat
ediniz.
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Ornegin, ?jf, —%’r ve 1}7” acilari icin
3 5%3 3 117
= o= 2y or =20
1Ty R

oldugundan ve 27 rad bir tam donmeyi temsil ettigi icin ayni baslangi¢ ve
bitis kenarlarina sahiptir.



Trigonometrik Fonksiyonlar

Trigonometrik Fonksiyonlar

Bir 0 dar agisi icin, alti trigonometrik fonksiyon bir dik tiggenin kenar
uzunluklarinin orani olarak asagidaki gibi tanimlanir.

. karsi
hypotenuse . hipoteniis
opposite komsu
cos) = ———
0 - hipoteniis
adjacent tanf — karsi
komsu

hipotentis
csc = ———
karsi
hipotentis
secl = ——
komsu
komsu
cotf = ’




Bu tanim, genis ya da negatif agilara uygulanmaz. Bu nedenle, standart
konumda genel bir 6 agisi icin @'nin bitis kenar tizerinde bir P(x,y)
noktasi alir ve |OP| uzunlugunu Sekildeki gibi r ile gosteririz.

y
P(x,y)




Boylece,
y
P(x,y)
x
sinf =< cosf =— tanf = ¥
r X ( ) r
4
r r x A
csch =— secl=— coth=7= N
x Yy o X

yazilabilir. Payda sifir oldugunda boliim tanimsiz olacagindan, z = 0 igin
tan @ ve sec@, y = 0 icin csc 6 ve cot @ tanimsizdir. 6 dar a¢i oldugunda
(3) ve (4) denklemlerin birbiriyle tutarl olduguna dikkat ediniz.



Ornek 2

6 = 27/3 igin kesin trigonometrik oranlari bulunuz.

Cozum.

P(—1,4/3)
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Cozim (devami).

Sekilden 6 = 27r/3 Uin bitis dogrusu lizerindeki noktalardan birinin
P(—1,/3) oldugu goriiliir. Dolayisiyla, trigonometrik oranlarin taniminda

r=-—1 y:\/§ r=2

alarak
2 3 2 1 2
sin;:\g cos%z—i tan%z—\/g
2T 2 2T 2
csc— = — sec — = —2 cot — = —

elde ederiz. ]



NOT
0 bir sayr olmak iizere sin(f), radyan 6lgist € olan aginin siniisi
anlamina gelir.

Ornegin, sin(3) ifadesi 3rad’lik bir aci ile ilgilendigimizi belirtir. Bu sayiyi
hesap makinesi ile bulacagimiz zaman makinenin radyan ayarina geger ve

sin3 ~ 0.14112

elde ederiz.
3°'lik aginin sinusiinii bulmek istersek, hesap makinemizin derece ayarina
gecerek sin(3°) yazar ve

sin 3° ~ 0.05234

buluruz.



Asagidaki tabloda bazi sin # ve cos 0 degerleri verilmistir.

Trigonometrik Fonksiyonlar
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Trigonometrik Ozdeslikler

Trigonometrik 6zdeslik trigonometrik fonksiyonlar arasinda bir bagintidir.
Dogrudan dogruya trigonometrik fonksiyonlarin tanimindan elde edilen
ozdesliklerin en temel olanlar

1
0 =—— 0 = th =
e nd see cosf €0 tan 6
tanf = sin 0 cotf = Cf)sg
cos sin 6

olarak verililir.



sin?@ + cos? 6 = 1
tan? 6 4+ 1 = sec?§
14 cot?f = csc? 6
sin(—f) = —sin@
cos(—0) = cosf

sin(f + 27) = sin 6 cos(f + 2m) = cos 6



Toplam formiilleri olarak adlandirlan diger iki temel trigonometrik
ozdeslik

sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3

cos(a + ) = cos arcos 3 — sin asin 3
seklindedir.



sin(a — ) = sinacos 8 — cos asin

cos(a — ) = cosacos 3 + sinasin 3

tan o + tan g8
t = - TP
an(a + ) 1 —tanatanfj

t —t
tan(a — §) = ana — tan 3

~ 1+tanatanf



sin 2a = 2 sin v cos «

2 2

cos 2a = cos” v — sin” «

cos2a = 2cos?a — 1

cos2a =1 — 2sin® o

9 1+ cos2c

cos“ag = ————
2

. 9 1 — cos 2«

sin“o0 = ——

2



Ornek 3
sin x = sin 2z denklemini saglayan [0, 27| araligindaki tim z degerlerini
bulunuz.

Cozum.
Cift-aci formulinu kullanarak verilen denklemi

sinx = 2sinxcosz veya sinz(l—2cosz) =0
seklinde yazariz. Dolayisiyla iki secenek vardir:

sint =0 wveya 1—2cosxz=0

0,m, 2 eya  cos L = ™ oom
x=0,m27 v T = — T=—,—
’ Y 2 373
Verilen denklemin bes ¢oziimi vardir: z = 0,7, 27, %, %



Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri
Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri

f(x) = sinx fonksiyonunun grafigini elde etmek igin 6nce 0 < x < 27
araligi icin noktalar cizilmis daha sonra grafik, fonksiyonun periyodik
yapisi kullanilarak tamamlanmistir. Sinus fonksiyonunun koklerinin 7'nin
tam sayi katlarinda ortaya ciktigina, baska bir deyisle,

n tamsayi olmak tizere x = nmicin sinxz =0

olduguna dikkat ediniz.
. T
cosT = sin (37 + 5)

ozdesliginden dolay kosiniis grafigi siniis grafiginin 5 kadar sola
kaydirilmasi ile elde edilir. Siniis ve kosinus fonksiyonlarinin her ikisinin de
tanim kiimeleri ve goriintii kiimeleri sirasiyla (—oo, 00) ve [—1, 1]
araliklaridir. Dolayisiyla, her x degeri igin

—1<sgsinz <1l —1<cosx<1

saglanir.
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Geriye kalan dort trigonometrik fonksiyonun grafikleri ilerideki sekillerde

gosterilmistir.
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Sekil 3: y = tanz
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Sekil 4: y = cotx
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Sekil 5: y = cscx
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Sekil 6: y = secx



Ters Trigometrik Fonksiyonlar

Trigonometrik fonksiyonlarin tersini bulmaya calistigimizda kiiciik bir
glclikle karsilasirz.

Trigonometrik fonksiyonlar bire-bir olmadigindan ters fonksiyonlari
tanimli degildir.

Bu fonksiyonlarin tanim kiimeleri, fonksiyon bire-bir olacak sekilde
kisitlanarak bu gicliik asilir.



Ters Trigometrik Fonksiyonlar

Sekilden y = sin(x) fonksiyonunun bire-bir olmadigi (Yatay Dogru Olciitii

kullanilarak) gorilir.

y=sinx
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Ters Trigometrik Fonksiyonlar

Ancak, f(x) =sin(z), —7/2 < x < /2 fonksiyonu bire-birdir.
YA

“ Y

Sekil 7:

Bu kisitlanmis siniis fonksiyonunun tersi vardir ve sin~! ya da arcsin ile
gosterilir.
Bu fonksiyon ters siniis fonksiyonu ya da arksiniis fonksiyonu olarak

adlandirilir.



Ters fonksiyonun tanimi
)=y & fly =2
oldugunu soyler. Buradan
sinl(z)=y & sinly)=z ve —7/2<y<7w/2

elde ederiz. Dolayisiyla, —1 < 2 < 1 icin sin™*

bulunan, sinusu x olan sayidir.

x, —m/2 ile /2 arasinda



Ornek 4
(a) sin™1(1/2) ve (b) tan(arcsin(1/3)) degerlerini hesaplayiniz.

Cozum.

(a) sin(w/6) =1/2 ve w/6, —m/2 ile w/2 arasinda oldugundan
sin~1(1/2) = % dir.

§ = arcsin(1/3) olsun. Bu durumda agisi
(b) : . 0 olan Sekildeki gibi bir dik liggen cizer
5 ve Pisagor Teoremi'nden liglinci kenarin

22 V9 —1 = 2v/2 oldugunu buluruz.

Bu ise, licgenden

1

2v2

sonucunu elde etmemize olanak saglar. O

tan(arcsin(1/3)) = tanf =



Ters siniis (yani, sin~!) fonksiyonunun tanim kiimesi [—1, 1] ve goriintii
kiimesi [—m/2, /2] dir ve Sekil 8 de gosterilen grafigi, kisitlanmis sinis
fonksiyonunun (Sekil 7) y = x dogrusuna gore yansitilmasiyla elde
edilmistir.




Tanjant fonksiyonu (—m/2,7/2) araligina kisitlanarak bire-bir yapilabilir.
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Sekil 9:



Dolayisiyla, ters tanjant fonksiyonu; f(z) = tan(x), 7/2 < z < /2
fonksiyonunun tersidir (Bakiniz Sekil 9) ve tan~! ya da arctan ile
gosterilir.

tan l(z) =y < tan(y)=x ve —7/2<y<7/2



Ters tanjant, tan~! = arctan, fonksiyonunun tanim kiimesi R, goriintii
kiimesi (—7/2,7/2) dir.

=Y




Ornek 5
cos(tan~! ) ifadesini sadelestiriniz.
Cozum.
y =tan~! 2z olsun. Bu durumda tany = z ve —7/2 < y < 7/2 olur.
cosy yi bulmak icin tany yardimiyla secy yi hesaplayalim.

secgy = 1+tan2y =1+ 22

secy =V 1+a2? (—7/2 <y <m/2igin secy > 0 old.)
Dolayisiyla,

1 1
cos(tan™! ) = cosy = = dir.

N secy V1 + 2
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