Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari

f(x) = 2% fonksiyonunda degisken x bir lst oldugundan bu fonksiyon
uistel fonksiyondur.

Bu fonksiyon, degisken z'in tabanda oldugu g(z) = 22 kuvvet fonksiyonu
ile karistinilmamalidir.

Genel olarak, a sayisinin pozitif bir sabit sayi oldugu
f(z) =a”

fonksiyonuna tistel fonksiyon denir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari

y = 2% ve y = (0.5)" fonksiyonlarinin grafikleri asagidaki Sekilde
gosterilmistir. Her iki durumda da tanim kiimesi (—o0, 00) ve goriinti
kiimesi (0, co0) dir.
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Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari

Ustellik Kurallari

a,b>0ve z,y € R gercel sayillar olsun. Bu durumda, asagidakiler
gecerlidir.

@ o“Y = a%aY.

aa)

a—y — &
fa pr
® (a®)¥ =a™.

O (ab)* = a®b”.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari

Ornek 1

y = 3 — 2% foksiyonunun grafigini ciziniz.

Cozum.

Once y = 2% fonksiyonunun grafigini z—ekseninde yansitarak y = —2%

nin grafigini buluruz. Sonra da bu grafigi yukar dogru 3 birim kaydirarak
y = 3 — 2% nin grafigini buluruz.
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Coziim (devami).
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Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari e Sayisi
e Sayisl

Tabanlar arasinda a sayisinin se¢imi y = a” fonksiyonunun y—eksenini
nasil kestigi ile ilgilidir. Sekilde y = 2% ve y = 3% foksiyonlarinin
grafiklerine (0, 1) noktasinda cizilen teget dogrular gosterilmektedir.

Y4 Y4

Bu teget dogrularinin egimlerini olgersek y = 2% icin m ~ 0.7'yi, y = 3*
icin m ~ 1.1'i buluruz.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari e Sayisi

Kalkiilusteki bazi formiiller, taban sayisi a olmak iizere y = a® grafigine
(0,1) noktasinda cizilen teget dogrusunun egimi tam 1 olacak sekilde
secildiginde ¢cok kolaylasacaktir.

Y4




Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari e Sayisi

Gercekten boyle bir sayi vardir ve e harfi ile gosterilir.! e sayisinin 2 ve 3
arasinda, y = €” fonksiyonunun grafiginin de y = 2% ile y = 3% arasinda
kalmasi sasirtici olmamalidir.

Y4

1Bu gosterim ilk kez isvicreli matematikci Leonhard Euler tarafindan 1727 yilinda,
muhtemelen, lstel anlamina gelen exponential kelimesinin ilk harfi e oldugu icin
kullanilmistir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari e Sayisi

Ornelk 2

y = —e~ % — 1 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz. Ayrica, tanim ve goriintii
kiimelerini bulunuz.

Cozum.

y = e” fonksiyonunun gradigini y—eksenine gore yansitarak, y = ™%
grafigini elde ederiz. Bu grafigi, diisey yonde 2 oraninda sikistirarak

y = —e~ % grafigini buluruz. Son olarak, grafigi asagi dogru 1 birim
kaydirarak istenen grafigi elde ederiz. Tanim kiimesi R, goriintii kiimesi
ise (—1,00) arahgidr.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari e Sayisi

Coziim (devami).
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Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari e Sayisi

Coziim (devami).
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0 X 0 X
y=-1 T

(©y=5¢" (d)y=3ze —1



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Logaritma Fonksiyonlari
Logaritma Fonksiyonlari

a>0vea#1icin, f(z)= a” fonksiyonu artan ya da azalan
oldugundan (Yatay Dogru Olgiitii geregince) bire-birdir.

Bu nedenle, tersi olan ! vardir. Bu fonksiyona a tabanina goére
logaritma fonksiyonu adi verilir ve log, ile gosterilir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Logaritma Fonksiyonlari

Ters fonksiyon icin
fTla)=y <= fly) ==
kosulunu kullanirsak
log,z=y < a==x

elde ederiz.

Bu nedenle, z > 0 igin log,(x), a tabaninin x sayisini vermesi i¢in gerekli
olan ussudur.
Ornegin, 1073 = 0.001 oldugundan log;,(0.001) = —3'tiir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Logaritma Fonksiyonlari

Yok etme kurallar f(x) = a® ve f~1(x) = log,(z) fonksiyonlari icin
kullanilirsa
log,(a®*) =2z, xz€R
A% =g >0

elde edilir.

Ozel olarak, x = 1 alirsak
log,(a) =1

elde ederiz.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Logaritma Fonksiyonlari

log,, « logaritma fonksiyonunun tanim kiimesi (0, 0c0), goriintii kiimesi ise
R'dir. Grafigi ise y = a” fonksiyonunun y = x dogrusuna gore
yansimasidir.

y=a*, a>1

_/

y=log, x, a>1

Sekil a > 1 icin bir drnektir. (En 6nemli logaritma fonksiyonlarinin tabani
icin a > 1'dir.)



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari

y=log, x
y=log;x

\

X
y=logs x
y =log;p x

Logaritma Fonksiyonlari

x > 0 i¢cin y = ad*
fonksiyonu ¢ok hizli artan
bir fonksiyon oldugundan,
x > 1 degerleri icin y =
log,(z) fonksiyonu ¢ok
yavas artan bir fonksiyon-
dur.

Sekilde a sayisinin farkl degerleri icin log, () fonksiyonlarinin grafikleri

verilmektedir.

log,(1) = 0 oldugundan tiim logaritma fonksiyonlarinin grafikleri (1,0)

noktasindan gecerler.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Logaritma Fonksiyonlari

Logaritma Kurallari
z,y > 0 ve r € R olmak lizere asagidakiler gecerlidir.

® log,(vy) = log,(x) + log,(y).
® log, (”y”) ~ log, (x) — loga(y).

® log, (z") = rlog,(x).



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Logaritma Fonksiyonlari

Ornek 3

Logaritma kurallari ile logy 80 — log, 5 ifadesinin degerini bulunuz.

Cozum.
2. Kurali kullanarak

80
logy 80 — logy 5 = logy <5) =logy 16 =4

elde ederiz, ciinkii 2* = 16 dir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma
v o
Dogal Logaritma

e tabanina gore logaritmaya dogal logaritma denir ve
log,z =Inx

biciminde ozel bir gosterime sahiptir.
Dogal logaritma fonksiyonunu tanimlayan ozellikler
hnzr=y<=e'==z (1)
In(e®) =z zeR
ent =g x>0 (2)
bicimindedir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Ozel olarak, x = 1 alirsak

Ine=1
elde ederiz.
Herhangi bir pozitif a sayisi igin
Inz
log, z = —, a>0,a#1
Ina

esitligi gecerlidir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Ornek 4

In(z) =5 ise x sayisini bulunuz.

Coziim 1.

Denklem (1) dan

Inz=5 iken e’ =ux

oldugunu goriiriiz. Bu nedenle z = €® dir.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Coziim 2.

Inz =5

denklemi ile baslayip, her iki tarafi e sayisinin istel fonksiyonu olarak
yazarsak

elde ederiz. Burada denklem (2) deki ikinci yok etme kural e® =z
oldugunu sdyler. Bu nedenle z = ¢ olur. O



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Ornek 5

e573% = 10 denklemini ¢oziiniiz.

Cozum.
Her iki tarafin dogal logaritmasini alip denklem (2) yi kullanirsak:

In(e®3%) = In 10
5—3x=1In10
3r=5—-In10

1

elde edilir.
Dogal logaritmanin degerini bilimsel hesap makinesi kullanarak hesaplayip

¢ozimu dort basamakta yaklasik olarak x = 0.8991 seklinde
yazabiliriz. ]



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Ornek 6

Ina+ 3 In b toplamini bir sayinin logaritmasi olarak ifade ediniz.
Cozum.
Logaritma kurallarindan 1 ve 3 i kullanarak
1 1/2
Ina + Elnb =lna+1Inbd

=Ina+InVvb
= In(aVb)

elde ederiz.



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Ustel fonksiyon y = e¢®'in ve tersi dogal logaritma fonksiyonunun
grafikleri Sekil 1 da gosterilmistir. y = e® egrisi, y—eksenini 1 egimle
kestiginden y = In(x) egrisi, x-eksenini 1 egimle keser.

y
y=e'
y=x
/ y=Inx
0
1 X

Sekil 1:



Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Ornek 7
y = In(x — 2) — 1 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Cozum.

y = Inz fonksiyonunun Sekil 1 da verilen grafigi ile baslayalim.
Déniisimleri kullanarak 2 birim saga kaydirip y = In(z — 2)
fonksiyonunun grafigini ve 1 birim asagi kaydirarak da y = In(z — 2) — 1

fonksiyonunun grafigini elde ederiz. Ol
y | Xx=2 y | x=2
| |
: |
| =ln(x—2)—1
: y=In(x—2) | Y (
|
f f
0 2| (3,0) X 0 2| X
| |
| | 3,1
| | ( )
| |
| |




Ustel Fonksiyonlar ve Logaritma Fonksiyonlari Dogal Logaritma

Artan bir fonksiyon olan In(x), x > 1 degerleri icin ¢ok yavas artar. Bu
gercegi gormek icin y = In(x) ve y = 27 = V& fonksiyonlarinin grafikleri
Sekilde verilmistir. Baslangicta iki fonksiyon da benzer davranis
gosterirken daha sonra kok fonksiyonunun logaritmadan daha hizli
buytdugi gorilmektedir.

y

y=vx

y=Inx

0 /1 x 0 1000 *
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