III. FONKSIYON OZELLIKLERININ iNCELENMESI

y = f(x) fonksiyonu verildiginde, bu fonksiyonun belli basli baz1 6zelliklerini tiirev aracilig
ile belirlemek mimkindir. Bu Ozelliklerin belirlenmesinde kullanilan bazi teorem ve
kavramlar bu bolimde verilecektir.

Teorem: 5 f(x) fonksiyonu herhangi bir aralikta tiirevlenebilir ve f'(x) = 0 ise bu aralikta
f (x) bir sabit fonksiyondur.

Teorem: 6 Herhangi bir (a,b) araliginda siirekli ve tiirevlenebilir f(x) fonksiyonu bu
aralikta;

i) f'(x) > 0 ise monoton artan
ii) f'(x) < 0 ise monoton azalan
iii) f'(x) = 0 ise azalmayan

iv) f'(x) < 0 ise artmayan

bir fonksiyondur.

Teorem 6 bir fonksiyonun monotonluk durumunun incelenmesinde uygulanmaktadir.
yani fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi icin isaret incelemesi yaparak fonksiyonun
monotonluk durumu degerlendirilebilir. Ancak teoremin tersi genellikle dogru degildir.

Tanim:7 y = f(x) fonksiyonu bir x, noktasinda ve bu noktanin herhangi bir komsulugunda
tanimli olsun. y = f(x) fonksiyonunun siirekli oldugu x, noktasindaki degeri, bu noktanin
herhangi bir komsulugundaki tiim x’ler i¢in f(x) < f(xg), [veya f(x) = f(x,) ] esitsizligini
sagliyorsa, x, noktasina bu komsulukta fonksiyonun maksimum [veya minimum]| noktasi,
f(xy) degerine de maksimum [veya minimum] degeri denir.
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Acik veya kapali bir aralikta siirekli bir fonksiyonun hi¢bir maksimum ya da minimum degeri
olmayabilecegi gibi, boyle bir aralikta birden fazla, bazen sonsuz sayida maksimum ve
minimum noktasi da olabilir. Eger bu aralikta fonksiyonun birden fazla maksimum ve minimum
noktas1 varsa, o zaman iki maksimum nokta arsinda mutlaka bir minimum nokta ve iki

minimum nokta arasinda da mutlaka bir maksimim nokta bulunacaktir.



Incelenen aralikta fonksiyonun maksimum ve minimum noktalarina ekstremum noktalari,
maksimum ve minimum degerlerine ise ekstremum degerleri denir. Ancak; araligin u¢ noktalari
ekstremum noktalar1 degildir. Cilinkii sol u¢ noktada fonksiyon soldan ve sag u¢ noktada ise
sagdan tanimli degildir. Fonksiyonun bu noktalardaki degerlerine sinir degerleri (sinir
maksimum ve smir minimum) denir. Bdylece herhangi bir kapali aralikta siirekli bir

fonksiyonun ekstremum noktalar1 varsa, bu noktalar araligin i¢ noktalari arasinda olmalidir.

f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve x, € (a,b) olsun. Vx € (a,b) igin f(x) <
f(x0), [veyaf(x)= f(xy)] oluyorsa, bu takdirde x, noktasna fonksiyonun mutlak
maksimum [ veya mutlak minimum] noktasi, f(x,) degerine ise fonksiyonun mutlak
maksimum (en biiylik) [veya mutlak minimum (en kiigiik)] degeri adi verilir. Mutlak
maksimum ve mutlak minimum noktalarin kendileri de dahil olmak tizere diger maksimum ve
minimum noktalar yerel maksimum veya yerel minimum nokta olarak adlandirilir. Buna gore
her mutlak maksimum ve mutlak minimum nokta ayn1 zamanda bir yerel maksimum ve yerel

minimum noktadir, ama tersi dogru degildir.

Sekle gore {—x4, —x5, %1}
(e noktalar1 ~ fonksiyonun  yerel
maksimum noktalar1 iken,

{f (—x4), f(—x3), f (x1)} noktalar1

yerel maksimum  degerlerdir.
Ayrica; {—x3,—xq,x,} noktalari
fonksiyonun  yerel  minimum
noktalar1 iken,

{f (—x3), f(—x1), f (x3)} noktalar

yerel minimum degerlerdir. Diger
taraftan x; noktast mutlak
maksimum nokta, f (x;) ise mutlak
maksimum  degerdir.  Benzer
sekilde x, mutlak minimum nkta
ve f(xy) mutlak minimum
degerdir.

Teorem:7 y = f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve x, € (a, b) noktasi
bir ekstremum noktasi olsun. Eger f'(x,) varsa, bu takdirde f'(x,) = 0 dir.

Teorem 7’ye gore ekstremum noktasinda fonksiyonun tiirevi ya sifirdir ya da yoktur. Ancak;
teoremin tersi her zaman dogru degildir. Yani, x, noktasinda fonksiyonun tiirevinin olmadig1
veya sifira esit oldugu durumlarda x, noktasi ektremum noktasi olmayabilir.. Diger bir ifadeyle
Xo noktasinda fonksiyonun tiirevinin yoklugu veya sifira esit olmasi, bu noktanin ekstremum
noktasi olmasi i¢in gereklidir, fakat yeterli degildir.



Omegin; y = |x| fonksiyonu i¢in x, = 0 noktasinda f”'(x,) =f'(0): yoktur ve x, = 0 noktasi
bir ekstremum (minimum) noktasidir.

y = Vx fonksiyonu i¢in x, = 0 noktasinda f'(x,) =f'(0): yoktur, ama x, = 0 noktas1 bir
ekstremum noktas1 degildir.

y = (x — 1)? fonksiyonu i¢in x, = 1 noktasinda f’(x,) =f'(1) = 0 dir ve x, = 1 noktas1 bir
ekstremum (minimum) noktasidir.

y = (x — 1)3 fonksiyonu i¢in x, = 1 noktasinda f'(x,) =f'(1) = 0 fakat x, = 1 noktas1 bir
ekstremum noktas1 degildir.

Tamm:8 y = f(x) fonksiyonu (a, b) araliginda tanimh ve siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
aralikta fonksiyonun tiirevinin olmadig1 veya sifira esit oldugu noktalara kritik noktalar denir.

Bu tanima gore x, = 0 noktas1 y = |x| ve y = /x fonksiyonlar i¢in ve x, = 1 noktas1 da
y = (x — 1)? ve y = (x — 1)3 fonksiyonlar igin kritik noktadir. Teorem 7 ve Tanim 8 birlikte
degerlendirildiginde, fonksiyonun ekstremum noktalarini onun kritik noktalar1 arasinda aramak
gerekir. Ancak; her kritik noktanin ekstremum noktasi olamayacagini, fakat her ekstremum
noktasinin ayni zamnada bir kritik nokta oldugunu unutmamak gerekir. Kritik noktanin
ekstremum noktast olabilmesi i¢in asagida verilen yeter sart teoremleri ile degerlendirilmesi
gerekir.



Teorem:8 (Birinci yeter sart teoremi) x, noktasi, y = f(x) fonksiyonu i¢in bir kritik nokta
olsun. Eger y = f(x) fonksiyonu x, kritik noktasinin bir komsulugunda tiirevlenebilir ise bu
komsulukta x, noktasindan soldan saga gegerken tiirevin isareti;
1) pozitiften negatife degisiyorsa, x, noktast maksimum noktadir

i1) negatiften pozitife degisiyorsa, x, noktas1 minimum noktadir.

ii1) isaret degismiyorsa, x, noktasi ekstremum noktasi degildir.
Sonuc:1 Verilen bir fonksiyonun ekstremum noktalarini ve ekstremum degerlerini belirlemek
i¢in su islemler uygulanir:

a) Fonksiyonun siireklilik araliklart bulunur
b) Kritik noktalar bulunur

¢) Kritik noktalardan gecis sirasinda, tiirevin isaretinin degisimine gore ekstremum noktalari
belirlenir.

d) Ekstremum noktalarinda, fonksiyonun ekstremum degerleri bulunur.

Bazi durumlarda kritik noktadan gegiste tlirevin isaretinin degisimini incelemek zor olabilir. Bu
gibi durumlarda ikinci yeter sart teoremine bagvurmak gerekir.

Tammm: 9 y = f(x) fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli, tanimli ve tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. f'(x,) = 0 esitligini saglayan noktalara kararli noktalar denir.

Teorem: 9 (ikinci yeter sart teoremi) (a, b) araliginda siirekli, taniml1 ve tiirevlenebilir bir
fonksiyon f(x), x, € (a,b) noktasi bu fonksiyon igin bir karali nokta (f'(x,) = 0 ) olsun.
Eger f"' (x,) var ve f"'(x) < oo (yani sonlu) ise ozaman;

a) f""(xy) > 0 oldugunda x, noktasi minimum nokta
b) f" (x,) < 0 oldugunda x, noktasi maksimum noktadir.

Teorem 9 "' (x) = 0 durumunu kapsamaz. Boyle bir durumda x, noktasinin maksimum veya
minimum nokta olup olmadigia karar veremeyiz. Bu takdirde iigiincii yeter sart teoremine
bagvurulur.

Teorem: 10 (Ugiincii yeter sart teoremi) f(x) fonksiyonu, bir x, noktasinda ve bu noktanin
bir komsulugunda (n + 1)-nci mertebeden siirekli tiireve sahip ve f'(xy) = f""(xy) = -+ =
F™(x,) =0, f™+D(x,) # 0 sartlarin1 saglasin. Bu takdirde;

i) n tek say1 ise x, noktasi bir ekstremum noktasidir. Eger f™+V (x,) > 0 ise x, bir minimum
noktadir. Eger f ™*D(x,) < 0 ise x, bir maksimum noktadr.

i) n cift say1 ise x, noktasi bir ekstremum noktasi degildir.

Ornek:15 f(x) = arctanx + arccotx fonksiyonunun sabit oldugunu gosteriniz ve bu sabitin
degerini bulunuz?



Coziim y = arctanx ve y = arccotx fonksiyonlar1 f(x) = arctanx + arccotxtanimlh ve
tiirevlenebilir oldugundan, f(x) = arctanx + arccotx fonksiyonu da (—oo, +0) araliginda
taniml1 ve tiirevlenebilirdir. Tirevi ise;

rrn 1 1) _ , .. _ .
f'(x) = T +( —(1+x)2) =0 dir. Boylece Teorem 5 geregince f(x) = c olup, sabit
fonksiyondur.

f(x) = arctanx + arccotx esitligi (—oo,+o0) araligindaki her x elemani igin gegeri
oldugundan x = 1igin de gegerlidir. Yani; f(1) = arctan(1) + arccot(1) =¢c = ¢ = % +
%: g bulunur. O halde f(x) = arctanx + arccotx = % dir.

Ornek:16 f(x) = x2e~* fonksiyonu verilsin.

a) Fonksiyonun monotonluk araliklarini bulunuz?

b) Fonksiyonun kritik noktalarini belirleyiniz? Bu noktalarin ektremum noktasi olup
olmadigina karar veriniz? Ekstremum noktasi olanlara karsilik gelen ektremum degerlerini
bulunuz?

Coziim a) f(x) = x?e™* fonksiyonu igin D(f) = (—o,+c0) olup, bu aralikta fonksiyon
siirekli ve tiirevlenebilirdir. Monotonluk durumu birinci mertebeden tiirevin isaret incelemesi
ile belirlenir.

fl(x) =2xe™ —x?e™*=2x—x%)e™* =0 © ya 2x —x%2 =0 veya e * = 0 olmaldir.
Ancak Vx € (—o0,+) igin e™* > 0 oldugundan 2x — x? = 0 olmak zorundadir. Bdylece
2x—x2=x(2—x) =0 =2x =0 ve x =2 bulunur. Birinci tiirev icin isaret tablosunu
kuralim ve Teorem 6’y1 uygulayalim.

x —0 0 2 +00
2x — x? - ® + ® -
=% + ‘ + ‘ +
f'(x) = 2x —x?)e™™ - O] + © -
f(x) = x%e™* \ ‘ 7 ‘ N

Isaret tablosu ve Teorem 6’ya gore

(—,0) ve (2,+x) araliginda f'(x) < 0 oldugundan bu araliklarda f (x) monoton azalandir.
(0,2) araliginda f'(x) > 0 oldugundan bu aralikda f (x) monoton artandir.

b) Birinci tiirevi tanimsiz yapan ve birinci tiirevin kokleri olan (f'(x) = 0 denklemini saglayan)
noktalar kritik noktalardir. f'(x) = (2x — x%)e™* tiirev fonksiyonu Vx € (—o,+) igin
taniml1 oldugundan tiirevi tanimsiz yapan nokta yoktur. Bu durumda kritik noktalar birinci
tirevin kokleri olan x = 0 ve x = 2 noktalaridir. Bu noktalarin ekstremum noktast olup
olmadigina Teorem 8 veya Teorem 9 uygulanarak karar verilebilir.

Teorem 8 uygulanirsa;

x = 0 noktasinda birinci tiirevin isareti negatiften pozitife degistigi i¢in bu nokta bir minimum
(hem yerel hem de mutlak minimum) noktadir.

x = 2 noktasinda birinci tlirevin isareti pozitiften negatife degistigi i¢in bu nokta bir maksimum
(hem yerel hem de mutlak maksimum) noktadir.



Teorem 9 uvgulanirsa:

x = 0vex = 2 noktalarinda f'(x) = 0 oldugndan bu noktalar ayn1 zamanda karal1 noktalardir.
Bu sebeple bu noktalarin ekstremumluguna karar vermede Teorem 9 da uygulanabilir. Bunun
icin fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevinin bu noktalarda alacagi degerlere bakmamiz
gerekir.

f"(x) =2 —-2x)e™ — (2x —x%)e™* = (x> —4x + 2)e™™

x = 0i¢in f"(0) = 2e° = 2 > 0 oldugundan x = 0 bir minimum (hem yerel hem de mutlak
minimum) noktadir.

x = 2i¢in f"(2) = —2e7? < 0 oldugundan x = 2 bir maksimum (hem yerel hem de mutlak
maksimum) noktadir.

x = 0 bir minimum nokta oldugundan minimum deger f(0) = 0 ve

x = 2 bir maksimum nokta oldugundan maksimum deger f(2) = 4e~2 dir.

) —x% , x<0
Ornek:17 f(x) =4 0 , 0<x<1 fonksiyonu igin

x-12% , x>1
a) Fonksiyonun monotonluk araliklarini bulunuz?
b) Fonksiyonun kritik noktalarini belirleyiniz? Bu noktalarin ektremum noktasi olup
olmadigina karar veriniz? Ekstremum noktasi olanlara karsilik gelen ektremum degerlerini
bulunuz?

Coziim a) Verilen fonksiyonun tanim kiimesi D(f) = (—o0, 400) aralig1 olup, fonksiyon bu
aralikta siireklidir. Ayrica;

(=00, 0) araliginda fonksiyonun tiirevi f'(x) = —2x
(0,1) araliginda fonksiyonun tiirevi f'(x) = 0

(1,0) araliginda fonksiyonun tirevi f'(x) =2(x—1) dir. Fakat x =0 ve x=1
noktalarinda tiirevin olup olmadigi incelenmelidir. Ciinkii bu noktalardan geciste fonksiyon
tanim1 degismektedir. Simdi bu noktalarda tiirevin olup olmadigina bakalim:

x = 0 noktasi i¢in;

f'(07) = lim o T AChr s (CO R TN —@x® _ _ lim Ax =0
Ax—0~ Ax  Ax—0~ Ax Ax—0— Ax Ax—0~ N

£10%) = lim 2= lim {92970 _ iy 20 ji 0 =0

Ax—>0* Ax T AxS0+ Ax Ax—0t Ax Ax—0~

f'(07) = f'(0*) = 0 oldugundan x = 0 noktasinda fonksiyonun tiirevi var ve f'(0) = 0 dur.

x = 1 noktasi i¢in;



f'(1) = 11m 8 — im [AHOT@ iy 20 i 0= 0

- Ax Ax—0~ Ax Ax—0— Ax Ax—0~ -
. (1+Ax)—f(1) . (1+Ax—1)%2-0
flaa*) = llm B = iy [T gy SEECDT0 i Ax =0
-0t Ax  Ax—0%* Ax Ax—0t Ax Ax—0t

f'(17) = f'(1*) = 0 oldugundan x = 1 noktasinda fonksiyonun tiirevi var ve f'(1) = 0 dur.

—2x , x<0
Sonug olarak; f'(x) =40 , 0<x<1 olup,
2x—-1) , x>1

(—o0,0) araliginda x < 0 oldugundan f'(x) = —2x > 0 ve boylece f(x) monoton artan
[0,1] araliginda f'(x) = 0 oldugundan f (x) sabit
(1,+4) araliginda f'(x) = 2(x — 1) > 0 oldugundan f (x) monoton artandir.

b) Birinci tlirevi tanimsiz yapan ve birinci tiirevin kokleri olan (f'(x) = 0 denklemini saglayan)
noktalar kritik noktalardir. Tanim kiimesinde birinci tiirevi tamimsiz yapan nokta
bulunmamaktadir. Ancak; x = 0 ve x = 1 noktalarinda birinci tiirev sifir oldugu i¢in bu
noktalar kritik noktalardir. Birinci tiirevin isaret incelemesi:

X —00 0 1 +0o0
f’(x) + + ® 0 ® + +
f(x) 7 | sabit | 2

Bu tablodan anlasildig1 lizere, x = 0 ve x = 1 noktalarindan gegerken tiirevin isaretinde
herhangi bir degisim almamaktadir. Bu sebeple bu noktalar ekstremum noktas: olamaz.
Ekstremum noktas1 olmadigi i¢in ekstremum degeri de yoktur.

Ornek:18 Asagidaki fonksiyonlarin varsa ekstremum noktalarmi ve ekstremum degerlerini
bulunuz?

D =5-  Df@=x+1 O f@=2mG0 d fx)=2"
&) f(x) = xte™>"

Coziim a) f(x) = );—2— Vx2 = D(f) = IR olup, bu kiime iizerinde fonksiyon siireklidir.

Ekstremum noktalar1 eger varsa kritik noktalar arasinda aranmalidir. Kritik noktalar birinci
tiirevi tanimsiz yapan noktalar ile sifir yapan noktalardir.

4 . . .. o g
2 <x§_1) 2 xE-1 { x = 0 i¢in birinci tiirev tanimsizdir.

fe=2-tam = (5] = i
T3 3 BEAE Vx f'(x) =0 = x =-1,x = 1bulunur.

w

O halde x = —1, 0, 1 noktalar1 verilen fonksiyon i¢in kritik noktalardir, bu noktalar ekstremum
noktalar1 olabilir. Tiirev i¢in isaret tablosunu kuralim.

X —00 -1 0 +1 +00




f'(x) - - ® + + - - O] + +

f(x) N | 7 N | 7
e 2 xi-1 , 2 3[(=2)%-1
x=—2€(—00,—1)1<;1nf(x)=§X§T:>f(—2)=g><3—\/__2=—0,804<0

_ N 2 Vxta , _ 2 Y051 _
X—O,SE(O,l)l(}ll’lf(X)—EX ey :>f(0,5)—§><3—m——0,507<0
x = —1 noktasinda tiirev (- ) den (+) ya degisiyor bu nokta minimum nokta ve f(—1) = —2

minimum deger.

x = 0 noktasinda tiirev (+ ) den (-) ye degisiyor bu nokta maksimum nokta ve f(0) =0
maksimum deger.

x = 1 noktasinda tiirev (- ) den (+) ya degisiyor bu nokta minimum nokta ve f(1) = —%

minimum degerdir.

b) f(x) =x3+ z = D(f) = (—,0) U (0, ) olup, bu kiime iizerinde fonksiyon siireklidir.

Ekstremum noktalar1 eger varsa kritik noktalar arasinda aranmalidir. Kritik noktalar birinci
tiirevi tanimsiz yapan noktalar ile sifir yapan noktalardir.

F) =32 -2=2G - D=6+ D& - 1)

x2

x = 0 igin tiirev tanimsiz, ancak x = 0 € D(f) oldugundan bu nokta bir kritik nokta degildir.
Bu sebeple bu fonksiyon i¢in bir ekstremum noktasi olamaz.

ffx)=0= ;—z(x2 +1)(x?-1) =0 & x?—1 = 0 olmak zorundadir. Ciinkii Vx € D(f)
icin hem % > 0 hem de x? + 1 > 0 dir. O halde tiirevi sifir yapan noktalar x? —1 =0 =

x = %1 dir. Simdi birinci tiirev i¢in isaret incelemesi yapalim.

x —00 -1 0 +1 +00
3 + + + + + + + +
X2
x2+1 + + + + + + + +
x%—1 O - - - - O] +
HE) o - - 0 ++
f(x) 7 | \ v 2
Max Min
x = —1 noktasinda tlirev (++)dan (--) ye degisiyor, bu sebeple bu nokta maksimum noktasidir.

x = 1 noktasinda tiirev (--)den (++) ya degisiyor, bu sebeple bu nokta minimum noktasidir.

Eksremum degerleri x = —1 i¢in f(—1) = —4 maksimum deger ve x =1 i¢in f(1) = 4
minimum degerdir. Buna gore D(f) = (—o,0) U (0,00) iizerinde minf(x) =4 iken
maxf(x) = —4 diir. Burada maxf (x) < minf(x) olmasinin nedeni verilen fonksiyonun x =



0 noktasinda siireksiz olmasidir. Ciinkii arka arkaya gelen max. Ve min degerlerden
maksimumun minimumdan biiyiik olma 6zelligi siirekli fonksiyonlar i¢in gegerlidir.

c) f(x) =2sin(3x) = D(f) = IR olup, bu kiime tizerinde fonksiyon siireklidir. Ekstremum
noktalar1 eger varsa kritik noktalar arasinda aranmalidir. Kritik noktalar birinci tiirevi tanimsiz
yapan noktalar ile sifir yapan noktalardir.

f'(x) = 6cos(3x) olup, bu tirev Vx € D(f) i¢in tanimlidir. Yani tiirevi tanimsiz yapan higbir
nokta yoktur. Bu tiirev fonksiyonu cosiniis fonksiyonu geregince k € Z olmak uzere 3x = g +

km noktalarinda ve bdylece x = % + k?n noktalarinda sifir olacaktir. Buna gore fonksiyonun

kritik noktalar1 k € Z olmak lizere x = % + k?" olup, sonsuz tanedir. Ancak;hem verilen
fonksiyon hem de f'(x) = 6cos(3x) tiirev fonksiyonu periyodik fonksiyon olup esas peryodu

0<3x<2r=>0<x< 2?11 olmas1 sebebiyle T = 2?11 diir. Bu sebeple fonksiyonun sadece

[0 ,2?”] araligindaki kritik noktalarin1 bulup bu noktalar lizerinden ekstremum arastirmak
- 2 - .. 2 .. 2

yeterlidir. [0 ,?n] araliginda k = 0 i¢in x = % € [0 ,?” ve k=1 igin x = g € [0 ,?n] olup

f'(x) = 0 olacagindan fonksiyonun iki tane kritik noktasi vardir. Simdi bu durumu dikkate
alarak bu aralikta tiirevin isaretini inceleyelim:

(0 ,%) araliginda 0 < x < % =>0<3x < goldugundan f'(x) > 0 dur.
(n

(g ,2?”) arahglndag <x< 2?7[ = 37” < 3x < 2m oldugundan f'(x) > 0 duir.

,g) arahglnda% <x< % = % <3x < %ﬂ oldugundan f'(x) < 0 dur.

o |

Buna gore x = %noktasmdan geciste f'(x) (++) dan (--) gecis yaptigi igin x = %bir maksimum
noktadir. Benzer sekilde x = gnoktasmdan geciste f'(x) (--) dan (++) gegis yaptig1 i¢in x = %
bir minimum noktadir. Verilen fonksiyonun periyodik oldugu dikkate alinirsa esas peryodunun
T = 2?” olmas1 nedeniyle k € Z olmak tlizere x = % + Zan noktalar1 fonksiyonun maksimum
noktalari iken x = % + Zan noktalar1 fonksiyonun minimum noktalari olacaktir. Boylece verilen

fonksiyonun sonsuz sayida ekstremum noktas1 vardir.

Ekstremum degerleri ise;

2k
3

2k

x =2+ ZZ igin maksimum deger f (% +%7) = 2sin (3 G+ )) = 2sin (3 + 2kn) =2

2 3
olup, D(f) = IR tizerinde maxf (x) = 2 ve minf(x) = —2 olur.

m o 2km. . . . < o 2km\ _ , T, 2km\) _ . (31 _
x=5+Tlglnmlmmumdegerf(5+T)—25m<3( + ))—251n(2+2kn)— 2

d) f(x) =x?3= D(f) =IR olup, bu kiime iizerinde fonksiyon siireklidir. Ekstremum
noktalar1 eger varsa kritik noktalar arasinda aranmalidir. Kritik noktalar birinci tiirevi tanimsiz
yapan noktalar ile sifir yapan noktalardir.



f'x) = % olup, x = 0 noktasinda verilen fonksiyonun tiirevi yoktur. Bu sebeple x = 0

noktasi bir kritik noktadir. Tirevi sifir yapan higbir nokta olmadigindan baska kritik nokta
yoktur. Tiirevin igaret incelemesi;

x < 0 i¢in Vx < 0 oldugundan f'(x) = %E < 0 ve x > 0 igin Vx > 0 oldugundan f’(x) =

%E > 0 dir. Yani x = 0 noktasindan gegiste tiirevin igareti (--) den (++) ya degismektedir. Bu

sebeple x = 0 noktast bir ekstremum noktasi, yani bir minimum noktadir. Bu noktada
ekstremum deger ise x = 0 iken minf(x) = 0 dur.

e) f(x)=x%*"%" = D(f) = (-, +m) olup, bu aralikta fonksiyon siirekli ve her
mertebeden tiireve sahiptir. Ekstremum noktalarini iki yolla bulabiliriz:

1.yol: Kritik noktalar1 bulup birinci tiirevin igaret incelemesi ile

Kritik noktalar birinci mertebeden tiirevi sifir yapan ve tanimsiz yapan noktalardir.

F(x) = 4x3e2%" 4 x4(—4xe_2x2) = 4x3(1 —x¥e 2" olup, Vx € D(f) icin tirev
tanimlidir. Yani tiirevi tanimsiz yapan hi¢bir nokta yoktur. O zaman kritik noktalar f'(x) = 0
esitligini saglayan noktalar olacaktir. Vx € D(f) i¢in e 2** >0 oldugundan f'(x) =0
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ya 4x3 = 0 veya 1 — x2 = 0 olmak zorundadir. Buradan
kritik noktalar x = —1, 0, 1 noktalaridir. Buna gore birinci tiirevin isaret tablosu asagida verildi.

Bu tabloya gore; x = —1 ve x = 1 noktalart maksimum, x = 0 noktas1 ise minimum noktadir.
x —00 -1 0 +1 +00

4x3 -- - ++ + +
1 — x2 - - + + + + - -
e~ 2x? + + ®© ++ + + ® + +
f'(x) + + ® -- + + ©® - -

f(x) 7 | N 7 N

mak. min. mak.

2.yol x = —1, 0, 1 kritik noktalarinda f'(x) = 0 oldugundan bu noktalar ayn1 zamanda kararli
noktalardir. Kararli noktalarin ekstremumluguna karar vermede ikinci yeter sart teoreminden
yararlanilir. Bunun i¢in bu noktalarda ikinci tiirevin degerine bakmak gerekir.

Fl(x) = (4x3 — 4x5)e 2" = f"(x) = (12x2 — 20xH)e 2" — (4x3 — 4x%)(4x)e " =
F(x) = (16x° — 36x* + 12x2)e~2*"

x=-1 igin f"(-1)=(16—-36+12)e 2 = —8e72 <0 oldugundan, x = —1 noktasi

maksimum noktadir.

x = 01igin f""(0) = 0e° = 0 oldugundan, x = 0 noktas1 hakkinda karar verilemez.



x=1 i¢in f"(1)=(16—-36+12)e ? =—8e2< 0 oldugundan, x =1 noktas1 da
maksimum noktadir.

Simdi x = —1, x = 0 ve x = 1 noktalar1 birlikte ele alindiginda, inceleme araliginda siirekli
fonksiyonlar i¢in iki maksimum nokta arasinda mutlaka bir minimum nokta bulunacagindan
x = 0 noktasinin minimum noktasit olduguna karar verilir.

Ekstremum degerleri ise;

x = —1i¢in maxf(x) = f(—1) = (~1)*e 2CD* = ¢2

x = 0 i¢in minf (x) = £(0) = (0)*e~2(0° =

x = 1icin maxf(x) = f(1) = (1)*e~2M* = ¢=2 olarak bulunur.

o i 2 3 .
Ornek:19 Verilen f(x) = cosx — 1 + % — % fonksiyonunun x = 0 noktasinda ekstremum
durumunu inceleyiniz?

I x%2 X3 . . .
Coziim f(x) = cosx — 1 + P D(f) = (—oo, +0) olup, bu aralikta fonksiyon siirekli

ve her mertebeden tlireve sahiptir. x = 0 noktasinin verilen fonksiyon i¢in bir ekstremum
noktast olup olmadigina yeter sart teoremleri ile karar verilebilir.

Birinci veter sart teoremine gore

f'(x) = —sinx + x — %xz olup bu tiirev Vx € D(f) ig¢in tanimhidir. x =0 igin f'(0) =

sin(0) + 0 = 0 oldugundan bu nokta hem bir kritik nokta hem de bir kararli noktadir. x > 0
2

iken (6megin x = = igin f* (5) = —sin (3) + 5 = % = —0,6629 < 0 oldugundan) f'(x) <

2
. v e _om .. , T\ _ . i n
0 dir.x <0 iken (6rnegin x = — igin f (— ;) = —sin (— —) —S 5= —-1,8045< 0
oldugundan) f'(x) <0 dir. Buna goére x =0 noktasindan gegiste tiirevin isareti

degismediginden x = 0 noktas1 verilen fonksiyonun bir ekstremum noktast degildir.

Ikinci veter sart teoremine gore

f'(x) = —sinx + x — %xz = x = 0 bir kararli nokta oldugundan ikinci tiirevin bu noktadaki

degerine bakalim.

f'"(x)=—cosx+1—x = f"(0) =—cos(0)+1—0=—-1+1=0 oldugundan, ikinci
yeter sart teoremin bu noktanin ekstremum noktasi olup olmadigina karar veremez.

Uclincii veter sart teoremine gore

f'(x) = —sinx +x _%xz = f'(0)=0
fr/(x) =—cosx+1—x> f/r(o) —0

f"(x)=sinx —1= f""(0) = -1+ 0olup,n +1 =3 = n = 2 olup, ¢ift say1 oldugundan
x = 0 noktas1 verilen fonksiyon i¢in bir ekstremum noktas1 degildir.






