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Λόγος δύο ευθυγράµµων τµηµάτων ΑΒ και Γ∆ ονοµάζεται ο θετικός αριθµός λ για τον οποίο 

ισχύει : AB = λ⋅Γ∆ ⇔ =
Γ∆
ΑΒ

 λ. 

Μέτρο ενός ευθυγράµµου τµήµατος είναι ο λόγος του προς ένα άλλο ευθύγραµµο τµήµα που 

θεωρείται ως µονάδα µέτρησης . Αναλογία είναι η ισότητα λόγων. Η σχέση  ==
δ
γ

β
α

λ είναι 

αναλογία µε λόγο λ και όρους τα τµήµατα α ,β,γ,δ. Στην πιο πάνω αναλογία τα τµήµατα α και 
γ λέγονται ανάλογα των β και δ. Τα α και δ λέγονται άκροι όροι ενώ τα β και γ µέσοι όροι 
της αναλογίας. 

 
 
 
 
                    
                     
 
    
 
  
 
  
 
                                                     
  

 

Θεώρηµα Θαλή 
 
 
Αν (τρεις τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες τέµνουν δύο άλλες ευθείες ,ορίζουν σ’αυτές 
τµήµατα ανάλογα . 
∆ηλαδή µε βάση το σχήµα ισχύει η αναλογία : 

∆Ζ
ΑΓ

=
ΕΖ
ΒΓ

=
∆Ε
ΑΒ

  

 
 
 
 
 

Θεώρηµα εσωτερικής διχοτόµου 
 
 
Η εσωτερική διχοτόµος γωνίας τριγώνου χωρίζει την απέναντι πλευρά σε λόγο ίσο µε το 

λόγο των προσκείµενων πλευρών. ∆ηλαδή , στο παρακάτω σχήµα ισχύει : 
Γ∆
Β∆

=
ΑΓ
ΑΒ

.                                    

Η Α∆ είναι η εσωτερική διχοτόµος του ΑΒΓ. 
 
 

 

Ιδιότητες  αναλογιών 
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9o   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 
 

   
    
 

 
Μετρικές σχέσεις ονοµάζουµε τις σχέσεις µεταξύ των µέτρων των στοιχείων τριγώνων είτε 
αυτά είναι κύρια στοιχεία (πλευρές , γωνίες), είτε είναι δευτερεύοντα  ( ύψη , διχοτόµοι , 
διάµεσοι). 

 
 

Προβολή σηµείου σε ευθεία 
 

∆ίνεται ευθεία ε και σηµείο Α που δεν ανήκει σε αυτήν. Ορθή προβολή ή απλά προβολή του 
σηµείου Α στην ε λέγεται το ίχνος Α΄, της καθέτου που άγεται από το Α προς την ε.                   
Αν κάποιο σηµείο, όπως το Β, ανήκει στην ευθεία ε, η προβολή του Β είναι το ίδιο το Β. 

 
 

 
Προβολή ευθύγραµµου τµήµατος σε ευθεία 

 
 

Προβολή ενός τµήµατος Γ∆ πάνω στην ευθεία ε λέµε το τµήµα Γ΄∆΄ που έχει άκρα τις 
προβολές Γ΄ και ∆΄ των άκρων Γ και ∆ του τµήµατος Γ∆.Αν ο φορέας ενός τµήµατος ΚΛ 
είναι κάθετος στην ε τότε οι προβολές των Κ και Λ συµπίπτουν. Έτσι η προβολή του ΚΛ είναι 
ένα σηµείο, δηλαδή έχει µέτρο 0. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΕ ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ ΤΡΙΓΩΝΑ   

 Α  ∆          Κ 
  . 
 Γ 
              Λ 
 
 
Α΄   Β Γ΄         ∆΄   Κ΄,Λ΄     ε 
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 Πίνακας µετρικών σχέσεων  
 για ορθογώνια τρίγωνα Β 
  
ΑΒ2 = Β∆ ΒΓ ή γ2  = Β∆ α 
ΑΓ2 = Γ∆ ΒΓ ή β2  = Γ∆ α ∆ 
ΒΓ2 = ΑΓ2 + ΑΒ2 ή α2  = β2 + γ2 
Α∆2 = Β∆ ∆Γ ή  υα

2 = Β∆ ∆Γ 
ΑΓ ΑΒ = ΒΓ Α∆ ή β γ = α υα Α       Γ  
  
 

∆ΙΑΤΥΠΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ – ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ 

 

 

Αν ένα τρίγωνο είναι ορθογώνιο, τότε το τετράγωνο 

µιας κάθετης πλευράς του ισούται µε το γινόµενο της 

προβολής της στην υποτείνουσα επί την υποτείνουσα 
  
 

απόδειξη 
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, µε �90ˆ =Α φέρουµε το ύψος  Β     

Α∆ . Τα τρίγωνα ΑΒ∆ , ΑΒΓ είναι όµοια , επειδή  �90ˆˆ =∆=Α    
και Γ=Α ˆˆ

1  ως γωνίες µε πλευρές κάθετες .         ∆ 
Από την οµοιότητα προκύπτει ότι :   
             1 

 
ΑΒ
ΒΓ

=
Β∆
ΑΒ

, δηλαδή ΒΓ⋅Β∆=ΑΒ2 //   Α      Γ 

  
  

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο της υποτείνoυσας  

ισούται µε το άθροισµα των τετραγώνων των κάθετων 

πλευρών του. 
 

 απόδειξη               Α 
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, µε �90ˆ =Α           
φέρουµε το ύψος Α∆ και ισχύουν σύµφωνα           ∆  
µε το προηγούµενο θεώρηµα οι σχέσεις :   
 ΒΓ⋅Β∆=ΑΒ2  και ΒΓ⋅∆Γ=ΑΓ2     
και µε πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε Β    Γ 

 
//)( 2

22

ΒΓ=ΒΓ⋅∆Γ+Β∆=

=ΒΓ⋅∆Γ+ΒΓ⋅Β∆=ΑΓ+ΑΒ
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<Αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήµατος> 
 

Αν σ ΄ ένα τρίγωνο το τετράγωνο  µιας  πλευράς ισούται µε 

το άθροισµα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του 

τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε ορθή τη γωνία που                                                 

βρίσκεται απέναντι από την πλευρά αυτή. 

 
 

απόδειξη 

 
                  Γ                       ψ 

Θεωρούµε ορθή γωνία ψχ
Λ

Ο  και επί των πλευρών                      
 Οχ,Οψ παίρνουµε αντίστοιχα τα τµήµατα  
Ο∆=ΑΒ, ΟΕ=ΑΓ. Τότε από το Πυθαγόρειο  
θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο Ο∆Ε  
θα έχουµε: ∆Ε2=Ο∆2+ΟΕ2=ΑΒ2+ΑΓ2=ΒΓ2.                    Χ           
 Άρα  ∆Ε=ΒΓ, δηλαδή τα τρίγωνα ΑΒΓ,Ο∆Ε Α              Β Ο           
 έχουν τρείς πλευρές ίσες µια προς 

 µια, άρα είναι ίσα, άρα Ο
ΛΛ

=Ο=Α 90 .// 
 
 
 

 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο του ύψους που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ισούται µε το γινόµενο 

των προβολών των κάθετων πλευρών στην υποτείνουσα . 

 
 
 

απόδειξη 
 
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, µε �90ˆ =Α φέρουµε το ύψος   Β 
Α∆ . Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ είναι όµοια γιατί                 

1
ˆˆ Α=Β  ως συµπληρωµατικές της γωνίας Γ̂ .         ∆  

 

 ΄Άρα  
Α∆
∆Γ

=
Β∆
Α∆

 ή ∆Γ⋅Β∆=Α∆2  //  Α     1      Γ 

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ε 

∆  χ 



    ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ- Ε̟ιµέλεια:  Παύλος Τρύφων 

 

 

 

6     

 
                                      
 

 
 

Το τετράγωνο  πλευράς  που  βρίσκεται  απέναντι από οξεία  (αµβλεία)  γωνία ισούται 

µε το  άθροισµα  των  τετραγώνων  των δύο  άλλων πλευρών  ελαττωµένο  (αυξηµένο) 

κατά το διπλάσιο γινόµενο της µιας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε 

αυτή. 

 
 Α       Α   
 
 
 γ  β       β  γ    
      
 
 Β ∆ α Γ     ∆     Γ α       Β 
 
 

�90ˆ <Γ τότε ∆Γ⋅−+= ααβγ 2222  �90ˆ >Γ τότε ∆Γ⋅++= ααβγ 2222  
 

απόδειξη 

Έστω �90ˆ <Γ . 
 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒ∆ ισχύει 222 Β∆+Α∆=ΑΒ   (1) 
Επίσης στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Γ ισχύει 222 ∆Γ−ΑΓ=Α∆   (2) 
Όµως Β∆=ΒΓ-∆Γ Άρα ∆Γ⋅ΒΓ−∆Γ+ΒΓ=Β∆ 2222   (3) 
Λόγω των σχέσεων (2) , (3) η (1) γίνεται : 

∆Γ⋅ΒΓ−ΒΓ+ΑΓ=∆Γ⋅ΒΓ−∆Γ+ΒΓ+∆Γ−ΑΓ=ΑΒ 22 2222222  

Παρόµοια αν �90>Γ
Λ

// 
 
 
 
 

<κριτήριο για το είδος γωνίας τριγώνου>: 
 

Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ οι πλευρές α , β , γ συνδέονται µε µια από τις παρακάτω 

σχέσεις τότε µπορούµε να εξασφαλίσουµε το είδος της αντίστοιχης γωνίας . 
 
 

90ˆ222 =Α⇔+= γβα o 

90ˆ222 <Α⇔+< γβα o 

90ˆ222 >Α⇔+> γβα o 

 

 

 

 

 

 

ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ  
 



    ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ- Ε̟ιµέλεια:  Παύλος Τρύφων 

 

 

 

42     

 

10o   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 
 

 
                                   
 
         Τετράγωνο 
                          α 
         
                                                 α 
  
                      Ορθογώνιο             β            
                              
                  α      
                       
    Ορθογώνιο Τρίγωνο         Β 
 
  γ 
            
 

             Α    β        Γ 
          
 Τρίγωνο            Α 
 
   

         υα 
     
  Β        α                 Γ 
  
 Παραλληλόγραµµο 
  Α Β 
     
  υα 

     
 υβ 
 ∆ Γ 
 
        

      Τραπέζιο    Α         β1       Β 
  

      
     
 ∆   Γ 
             β2     
     Ρόµβος 
    δ1   
  
         δ2 
   
  
 

 

         ΕΜΒΑ∆Α ΒΑΣΙΚΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΩΝ             

Ε = α
2

  
 

Ε = αβ 

  Ε = 2
1

βγ 

1 1 1
2 2 2

E α β γα υ β υ γ υ= ⋅ = ⋅ = ⋅  

E α βα υ β υ= ⋅ = ⋅  

( )1 2

1
2

E β β υ= + ⋅  

1 2

1
2

E δ δ= ⋅   
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Το εµβαδόν ορθογωνίου παραλληλογράµµου 

µε πλευρές α και β είναι Ε =αβ 

 
 

απόδειξη 

 
 Α Β Ε 
Το ΑΙΗΕ είναι τετράγωνο και ΑΕ // ΙΗ και ΑΙ // ΕΗ. 
Επίσης ΑΒΓ∆ = ΓΘΗΖ επειδή  Γ∆ = ΓΘ = α , ΒΓ = ΓΖ = β ∆ Γ Ζ     
Ισχύει  (ΑΙΗΕ) = (ΑΒΓ∆) + (ΒΓΖΕ) + (ΓΘΗΖ) + (Γ∆ΙΘ)  
ή ισοδύναµα  (α + β) 2 =2(ΑΒΓ∆) + β 2 + α 2  
δηλαδή (ΑΒΓ∆) = αβ// Ι Θ Η  
  
 
 

 

 
Το εµβαδόν παραλληλογράµµου µε βάση β 

και αντίστοιχο ύψος υ είναι Ε =βυ 

 
 

απόδειξη 
 Α  β Β 
                          
Τα ορθογώνια τρίγωνα Α∆Ζ και ΒΓΗ είναι ίσα (γιατί;)άρα  
(Α∆Ζ) = (ΒΗΓ). Θα έχουµε (ΑΒΓ∆) = (ΑΒΗΖ)  υ 
Όµως (ΑΒΗΖ) = βυ άρα (ΑΒΓ∆) = βυ.// 
 ∆ Ζ Γ    Η 
  
 

Αν α η πλευρά ενός τριγώνου και υ το 

αντίστοιχο ύψος , τότε το εµβαδόν του 

ισούται µε Ε = 
2
1

αυ 

  
απόδειξη 

 

Από τις κορυφές Α και Γ φέρουµε τις παράλληλες    Α       ∆   
προς τις ΒΓ και ΑΒ αντίστοιχα οι οποίες τέµνονται  
στο ∆ Το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο και ΑΒΓ = Α∆Γ  
Επειδή (ΑΒΓ∆) = (ΑΒΓ) + (Α∆Γ) έχουµε (ΑΒΓ∆) = 2(ΑΒΓ)        
 ή αυ = 2(ΑΒΓ)  ή Ε = 

2

1 αυ  //         Β   Ε α Ζ 
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Το εµβαδόν τετραπλεύρου µε διαγώνιες κάθετες 

ισούται µε το ηµιγινόµενο των διαγωνίων του. 

  

 
απόδειξη 

 

 
Έστω το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ του οποίου οι διαγώνιες Α    
τέµνονται κάθετα στο σηµείο Ο. Στα τρίγωνα ΑΒΓ και 
 

ΑΓ∆ ισχύει (ΑΒΓ∆)  =  (ΑΒΓ) + (ΑΓ∆)  = ∆  ο Β 
             

      Γ 

 
22
∆Ο⋅ΑΓ

+
ΒΟ⋅ΑΓ

= ΑΓ
22

)( Β∆⋅ΑΓ
=

∆Ο+ΒΟ
//     

 
 
 

 
Το εµβαδόν ενός τραπεζίου µε βάσεις Β, β και ύψους υ 

 

ισούται µε Ε =(Β +β)
2
υ

 

 
 

απόδειξη 

 

 

Έστω ∆ΕΖΗ  τραπέζιο . Προεκτείνουµε το ∆Ε κατά  
 ΕΚ = ΖΗ και ΗΖ κατά ΖΛ = ∆Ε .  ∆Ε + ΕΚ = ΗΖ + ΖΛ 
 δηλαδή ∆Κ = ΗΛ.Το ∆ΚΛΗ είναι παραλληλόγραµµο ∆ Ε Κ   
 και τα τραπέζια ∆ΕΖΗ και ΕΚΛΖ είναι ίσα .  
 Άρα (∆ΚΛΗ) = (∆ΕΖΗ) + (ΕΚΛΖ) = 2(∆ΕΖΗ) 
 Αλλά  (∆ΕΖΗ) = (Β + β )υ και εποµένως     Η   Ζ Λ   

  (∆ΕΖΗ)  = (Β +β)
2
υ

//   
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Το εµβαδό ενός τριγώνου ισούται µε Ε= ,))()(( γτβταττ −−−  

 
όπου τ είναι η ηµιπερίµετρος του τριγώνου και α,β,γ οι πλευρές αυτού. 

 
 

απόδειξη 

Προκύπτει άµεσα από τον τύπο Ε= αυα ⋅
2
1

 και τον γνωστό (από το γενικευµένο 

πυθαγόρειο θεώρηµα) τύπο του ύψους  υα= ))()((
2

γτβταττ −−−
a

.// 

 
 

Το εµβαδόν ενός τριγώνου ισούται µε Ε = τρ, 

όπου τ είναι η ηµιπερίµετρος και ρ η ακτίνα 

του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου 

 

 
απόδειξη 

 Α 
Ισχύει από το σχήµα: 
(ΑΒΓ) = (ΑΟΒ) + (ΒΟΓ) + (ΓΟΑ) = 

= ΑΒ
2
ρ

+ ΒΓ
2
ρ

 + ΑΓ
2
ρ

= Ο  

= ( ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ ) 
2
ρ

⋅ = τρ.// Β   Γ  

 
 

Το εµβαδόν ενός τριγώνου ισούται µε Ε =
R4

αβγ
 

όπου α , β , γ οι πλευρές του και R η ακτίνα 

του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου 

 
 

απόδειξη 

 

 

 

Φέρνουµε την διάµετρο ΑΕ του κύκλου, τα τρίγωνα  Α   
ΑΒ∆ και ΑΕ∆ είναι όµοια γιατί Β ∆̂ Α = Α Γ̂ Ε = 90 
Και EB ˆˆ = επειδή βαίνουν στο τόξο ΑΓ Ο   

΄Άρα 
RR 22

βγ
υ

γ
β
υ

=⇔=⇔
ΑΕ
ΑΒ

=
ΑΓ
Α∆

άρα Ε = 
R

a
22

1 βγ
// Β     ∆     Ε   Γ 

      ΑΛΛΟΙ ΤΥΠΟΙ  ΓΙΑ ΤΟ ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ                                                    
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Για το εµβαδόν Ε ενός τριγώνου ισχύουν οι σχέσεις 

Ε = 
2
1

αβηµΓ = 
2
1

αγηµΒ = 
2
1

βγηµΑ 

 

απόδειξη 

 
 Α 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε το ύψος Α∆ = υ 

Ισχύει ηµΓ = 
β
υ

=
ΑΓ
Α∆

  άρα υ = βηµΓ . υ  

Επειδή Ε =
2

αυ
 προκύπτει ότι Ε = 

2
1

αβηµΓ 

Ανάλογα αποδεικνύονται και οι άλλες σχέσεις.     // Β ∆ Γ 

 
 
 
 
 
 
 

Αν δύο τρίγωνα είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας λ 

τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε λ 2  

 
απόδειξη 

 

 
Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ είναι όµοια  
 Α               ∆ 

΄Έχουµε λοιπόν λ=
∆Λ
ΑΚ

=
ΕΖ
ΒΓ

 Συνεπώς   

     
 Β   Κ           Γ 
                    Ε      Λ                        Ζ  

2

2

1
2

1

)(

)(
λ=

∆Λ
ΑΚ

ΕΖ
ΒΓ

=
ΕΖ∆Λ

ΒΓΑΚ
=

∆ΕΖ
ΑΒΓ

.//  

 

 

Αν δυο τετράπλευρα είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας λ 

τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε λ 2 . 

 
 

απόδειξη 

 

 

 

 

 

      ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΕΜΒΑ∆ΩΝ 
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Φέρνουµε τις διαγώνιες ΑΓ, ΕΗ. Τα τρίγωνα ΑΒΓ  Β  

 και ΕΖΗ  είναι όµοια γιατί λ=
ΖΗ
ΒΓ

=
ΕΖ
ΑΒ

 και Α     

Ζ=Β ˆˆ .Επειδή λ=
ΘΗ
∆Γ

=
ΕΘ
Α∆

 και Θ=∆ ˆˆ  τα  ∆ Ζ 

                     Ε  
τρίγωνα Α∆Γ και ΕΖΗ είναι όµοια µε λόγο λ   
Άρα (ΑΒΓ) = λ 2 (ΕΖΗ) και 
(Α∆Γ) = λ 2 (ΕΘΗ) Θ 

δηλαδή (ΑΒΓ) + (Α∆Γ) = λ 2 (ΕΖΗ + ΕΘΗ)  
τελικά  (ΑΒΓ∆) = λ 2 (ΕΖΗΘ)// Η 
 
 
 

 

 

Αν µια γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωµατική 

µε µια γωνία ενός άλλου τριγώνου , τότε ο λόγος των εµβαδών 

τους ισούται µε το λόγο των γινοµένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. 

 
απόδειξη 

 

 

Τότε και στις δυο περιπτώσεις θα ισχύει 'Α=Α ηµηµ , οπότε από τις ισότητες 

Α=Ε γηµβ .
2
1

 και '''.
2
1

' Α=Ε ηµγβ  µε διαίρεση κατά µέλη προκύπτει ότι 
''.

.

' γβ
γβ

=
Ε
Ε

, που 

είναι το ζητούµενο.// 
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11o   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 
 

 
 
 
 
 

Η γωνία ενός κανονικού ν-γωνου δίνεται από τη σχέση 

νφ̂  =180 -
ν

360
 

απόδειξη 

 
Το άθροισµα των γωνιών ενός ν-γωνου είναι 2ν-4 ορθές 

Κάθε γωνία λοιπόν είναι ίση µε 1/ν(2ν-4)=(2- )
4

ν
 ορθές . 

΄Άρα νφ̂ =(2- )
4

ν
90 = 180 -

ν
360

// 

 
∆υο κανονικά πολύγωνα µε τον ίδιο αριθµό πλευρών είναι όµοια . 

 
απόδειξη 

 

Αν λν , λ΄ν  είναι οι πλευρές και νφ̂ , νφ̂ ΄ οι γωνίες των δύο 

πολυγώνων τότε  νφ̂ =180 -
ν

360
= νφ̂ ΄ και ο λόγος δύο πλευρών 

είναι ίσος µε το σταθερό λόγο 
΄ν

ν

λ
λ  Εποµένως έχουν τις αντίστοιχεςγωνίες τους ίσες και τις 

πλευρές τους ανάλογες άρα είναι όµοια .// 
 

Σε κάθε κανονικό ν-γωνο εγγεγραµµένο 

σε κύκλο ακτίνας R ισχύουν : 

(α) 22
2

2
R=+








ν

ν α
λ

       (β) νν νλ=P     (γ) ννν αΡ=Ε
2

1
 

απόδειξη 
 

(α) Από το ορθογώνιο ΟΓΚ έχουµε 222 ΟΓ=ΟΚ+ΓΚ  

δηλαδή 22
2

2
R=+








ν

ν α
λ

 

 

(β) Η περίµετρος του κανονικού ν-γώνου είναι Ο   

ννν λλ ++= ...P = ννλ  
 

(γ) Το κανονικό ν-γωνο χωρίζεται σε ν ίσα ισοσκελή Γ Κ ∆   

τρίγωνα Άρα Εν = ν (ΟΓ∆) = ν( == νννν ανλαλ
2

1
)

2

1
νναΡ

2

1
// 

 ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 
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Εγγραφή κανονικών πολυγώνων σε κύκλο 

 
ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ 

 

Για να εγγράψουµε ένα τετράγωνο σε κύκλο κέντρου Ο 
ακτίνας R φέρνουµε δύο κάθετες διαµέτρους ΑΓ και Β∆ 
Το τετράπλευρο  ΑΒΓ∆ είναι τότε ένα τετράγωνο.   α4  
 Η πλευρά και το απόστηµα του δίνονται από τους τύπους   R  λ4 

      

λ4 = R 2  και α4 = R
2

2
 

 
ΚΑΝΟΝΙΚΟ ΕΞΑΓΩΝΟ 

 

Έστω ΑΒΓ∆ΕΖ κανονικό εξάγωνο εγγεγραµµένο  

στον κύκλο ( Ο , R ). Τότε η 60
6

360
ˆ ==νω .Άρα  Α Β 

το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισόπλευρο εποµένως λ6 = R 
Οπότε ορίζουµε στον κύκλο ( Ο , R ) έξι διαδοχικά τόξα     Ο 
κάθε ένα από τα οποία έχει χορδή ίση µε R .  α6  λ6  
Η πλευρά και το απόστηµα του δίνονται από τους τύπους 

λ6 = R και α6 = R
2

3
 

 
ΙΣΟΠΛΕΥΡΟ ΤΡΙΓΩΝΟ 

 

 

Χωρίζουµε πρώτα τον κύκλο σε έξι ίσα τόξα και  
έπειτα ενώνουµε τις κορυφές ανά δύο.  
Η πλευρά και το απόστηµα του δίνονται από τους τύπους    

λ3 = R 3  και α3 = 
2

R
  

 
Μήκος κύκλου και τόξων 

 

 
Το µήκος ενός κύκλου ακτίνας R είναι L = 2πR 

Το µήκος ενός τόξου που έχει µέτρο µ � είναι  S = πR
180

µ
 

Αν α είναι το µέτρο του τόξου σε ακτίνια και µ το µέτρο   Ο 
του σε µοίρες τότε ισχύει µ.  

180

µ
π
α

=
 

 Α Β 
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Εµβαδόν κυκλικού δίσκου – τοµέα – τµήµατος 
 
Το εµβαδόν ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας R είναι Ε = πR

2 
Το εµβαδόν κυκλικού τοµέα µε τόξο µ � ενός κυκλικού δίσκου 

( Ο , R ) είναι Ετ = πR
2

360

µ
 

Όταν το τόξο του κυκλικού τοµέα έχει µέτρο α ακτίνια τότε     Ο 

Ετ =
2

1
αR

2     µ. 

To εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος ΑΡΒ στο διπλανό σχήµα   Α Β 
υπολογίζεται αν από το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα ΟΑΡΒΟ   Ρ 
αφαιρέσουµε το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ .  
 

 

 
ΠΡΟΣΟΧΗ! 

 
Για ένα τόξο ενός κύκλου, άλλο είναι το µήκος του τόξου και άλλο το µέτρο 

αυτού. Πρόκειται δηλαδή για δύο διαφορετικά µεγέθη! Μονάδες µέτρησης του 

µήκους ενός τόξου είναι το εκατοστό, το δεκατόµετρο,…  ενώ µονάδες µέτρησης  

του µέτρου ενός τόξου είναι οι µοίρες και το rad! 

 
  

λ υ µ έ ν ε ς   α σ κ ή σ ε ι ς . . . 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

 

Να υπολογίσετε το εµβαδόν των κυκλικών τµηµάτων στα οποία χωρίζεται ένας κύκλος 
ακτίνας R από µία χορδή του ΑΒ=R. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Το εµβαδόν Ε1 του γραµµοσκιασµένου κυκλικού  

τµήµατος δίνεται από τον τύπο: 

 Ε1=
2 2 2 260 3 3

( ) ( )
360 4 6 4

R R R Rπ π∩

ΟΑΒ − ΟΑΒ = − = −   

τετραγ. µονάδες. 

Το εµβαδόν Ε2 του ΄΄µεγάλου΄΄ κυκλικού τµήµατος 

δίνεται από τον τύπο:   

Ε2=εµβ.κύκλου-Ε1=πR2-[
2 2 3

6 4

R Rπ
− ]

2 25 3

6 4

R Rπ
= +  τετραγ. µονάδες. 

 

 

 

 


