
Ο μαθητής που έχει μελετήσει τo κεφάλαιο των κονικών τομών
θα πρέπει να είναι σε θέση:

� Να προσδιορίζει την εξίσωση του κύκλου με κέντρο την αρχή των
αξόνων. Με τη μέθοδο της συμπλήρωσης τετραγώνου υπολογίζονται
οι συντεταγμένες του κέντρου και η ακτίνα του κύκλου που παριστά-
νει η εξίσωση + + + + =2 2x y Ax By Γ 0 .

� Να προσδιορίζει την εξίσωση της εφαπτομένης ενός κύκλου σε ένα
σημείο του από την ιδιότητά της να είναι κάθετη στην ακτίνα που αντι-
στοιχεί στο σημείο επαφής.

� Να γνωρίζει τον ορισμό της παραβολής και να βρίσκει την εξίσωσή
της με άξονα των τετμημένων τον άξονα συμμετρίας της και άξονα
των τεταγμένων τη μεσοκάθετη της απόστασης της εστίας της από τη
διευθετούσα.

� Να γνωρίζει τον ορισμό της έλλειψης και της υπερβολής και να βρί-
σκει τις εξισώσεις των εφαπτομένων τους. Τονίζεται ιδιαίτερα η έν-
νοια της εκκεντρότητας και η σημασία της για τη μορφή της έλλειψης.
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Α. ΚΥΚΛΟΣ

Η  εξίσωση  2 2x y x y 0+ + Α + Β + Γ =    (1), A, B, Γ R∈

• Αν 2 2Α Β 4Γ 0+ − > : η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο:

,
2 2

Α Β Κ − −  
 και ακτίνα   

2 2 4

2

Α + Β − Γρ = .

• Αν 2 2Α Β 4Γ 0+ − = : η (1)  παριστάνει το σημείο  ,
2 2

Α Β Κ − −  
.

• Αν 2 2Α Β 4Γ 0+ − < : η εξίσωση  (1)  είναι αδύνατη .

Β.  ΠΑΡΑΒΟΛΗ
Ορισμός
Παραβολή είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου τα οποία
ισαπέχουν από μια σταθερή ευθεία (δ) που λέγεται διευθετούσα της παραβολής
και από ένα σταθερό σημείο Ε που λέγεται εστία της παραβολής. Τα σημεία που
ικανοποιούν την προηγούμενη ιδιότητα ανήκουν σε μια καμπύλη που φαίνεται
στα επόμενα σχήματα.

Εξίσωση εφαπτομένης  κύκλου με κέντρο
Ο(0,0) και ακτίνα ρ στο σημείο Α(x1 ,y1):

         2
1 1xx yy+ = ρ

Εξίσωση κύκλου με κέντρο Ο( 0 , 0 )  και
ακτίνα  ρ :    2 2 2x y+ = ρ

Εξίσωση κύκλου με κέντρο ( )0 0K x , y  και ακτίνα ρ:

            ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y− + − = ρ

 ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ: Τύποι - Βασικές έννοιες
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Εξίσωση παραβολής και γραφική παράσταση

1. Με  κορυφή ( )0,0Ο ,εστία p
E ,0

2
 
  

 , και διευθετούσα 
p

:  x
2

δ = −       2y 2px=

2. Με κορυφή ( )0,0Ο , εστία p
E 0,

2
 
  

, και διευθετούσα  p
:  y

2
δ = −     2x 2py=

Εφαπτομένη της παραβολής  2y 2px=  στο  σημείο ( )1 1 1M x , y :    ( )1 1yy p x x= +

Εφαπτομένη της παραβολής  2x 2py=  στο  σημείο ( )1 1 1M x , y :    ( )1 1xx p y y= +
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Ανακλαστική ιδιότητα παραβολής

Η κάθετη στην εφαπτομένη μιας παραβολής στο ση-
μείο επαφής Μ διχοτομεί τη γωνία που σχηματίζουν η
ημιευθελια ΜΕ και η ημιευθεία Μt, που είναι ομόρρο-
πη της ΟΕ, όπου Ε η εστία της παραβολής

Γ. ΕΛΛΕΙΨΗ
Ορισμός: Έλλειψη με εστίες τα σημεία Ε΄ και Ε είναι ο γεωμετρικός τόπος C
των σημείων του επιπέδου των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων από τα
Ε΄ και Ε είναι σταθερό και μεγαλύτερο του ΕΕ΄. Το σταθερό αυτό άθροισμα
το συμβολίζουμε με 2α, ενώ την εστιακή απόσταση ΕΕ΄ με 2γ. Δηλαδή Αν Μ
σημείο της έλλειψη: ( ) ( )ME ' ME 2α+ =

Εξίσωση έλλειψης και γραφική παράσταση

Η εξίσωση της έλλειψης ως προς σύστημα συντε-
ταγμένων Οxy με άξονα x΄x την ευθεία που διέρ-
χεται από τα Ε και Ε΄ και άξονα y΄y την μεσοκά-
θετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1

α β
+ = ,  όπου 2 2 2β = α − γ   (σχήμα 2)

O μικρός άξονας BB΄ της έλλειψης έχει μήκος 2β.
Η εξίσωση της έλλειψης ως προς σύστημα συντε-
ταγμένων Οxy με άξονα y΄y την ευθεία που διέρ-
χεται από τα Ε και Ε΄ και άξονα x΄x  την μεσοκά-
θετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1

β α
+ = ,  όπου 2 2 2β = α − γ  (σχήμα 3)

Εξίσωση εφαπτομένης

Έστω η έλλειψη C με εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
, α β> .

H εξίσωση της εφαπτομένης της έλλειψης C στο
σημείο της Μ(x1,y1) είναι:

1 1
2 2

xx yy
1+ =

α β

x

y

y

x

y

x

σχήμα 4

σχήμα 1
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y

x

Έστω η έλλειψη C με εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1+ =

β α
, α β> .

H εξίσωση της εφαπτομένης της έλλειψης C στο

σημείο της Μ(x1,y1) είναι: 1 1
2 2

xx yy
1+ =

β α

Εκκεντρότητα έλλειψης

Έστω η έλλειψη C με εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

Ονομάζουμε εκκεντρότητα της έλλειψης C το λόγο της εστιακής απόστασης

προς το μήκος του μεγάλου άξονα και τη συμβολίζουμε με:  2γ γε
2α α

= = .

Είναι 0 ε 1< <  και αποδεικνύεται ότι :  2β
1 ε

α
= −

Δ. ΥΠΕΡΒΟΛΗ
Ορισμός: Υπερβολή με εστίες τα σημεία Ε΄ και Ε είναι ο γεωμετρικός τόπος
των σημείων του επιπέδου των οποίων η απόλυτη τιμή της διαφοράς των
αποστάσεων από τα Ε΄ και Ε είναι σταθερή και μικρότερη του ΕΈ. Το απόλυ-
το της διαφοράς αυτής το συμβολίζουμε με 2α και την εστιακή απόσταση με
2γ. Δηλαδή αν Μ το σημείο της υπερβολής:  ( ) ( )ME ' ME 2α− =

Εξίσωση υπερβολής και γραφική παράσταση.
Η εξίσωση της υπερβολής ως προς σύστημα συντεταγ-
μένων Οxy με άξονα x΄x την ευθεία που διέρχεται από
τα Ε και Ε΄ και άξονα y΄y την μεσοκάθετο του ΕΕ΄ εί-
ναι:

2 2

2 2

x y
1− =

α β
   , όπου β2 = γ2 – α2.

Η εξίσωση της υπερβολής ως προς σύστημα συντεταγ-
μένων Οxy με άξονα y΄y την ευθεία που διέρχεται από
τα Ε και Ε΄ και άξονα x΄x  την μεσοκάθετο του ΕΕ΄

είναι:
2 2

2 2

y x
1− =

α β
  , όπου β2 = γ2 – α2

x

y
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Εξίσωση εφαπτομένης

Έστω η υπερβολή C με εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
. H εξίσω-

ση της εφαπτομένης της υπερβολής C στο σημείο της

Μ(x1,y1) είναι: 1 1
2 2

xx yy
1− =

α β

Έστω η υπερβολή C με εξίσωση 
2 2

2 2

y x
1− =

α β
. H εξίσω-

ση της εφαπτομένης της υπερβολής C στο σημείο της

Μ(x1,y1) είναι: 1 1
2 2

yy xx
1− =

α β

Ασύμπτωτες υπερβολής

Η υπερβολή 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
έχει ασύμπτωτες τις ευθείες:

1 : y x
βε =
α

     και      2 : y x
βε = −
α

Εκκεντρότητα υπερβολής

Έστω η υπερβολή C με εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
 . Ονομάζουμε εκκεντρότητα της

υπερβολής και τη συμβολίζουμε με ε το λόγο 2

2

γ γε = =
α α

. Είναι  ε>1.

Αποδεικνύεται ότι:  2 1
β = ε −
α
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Α. Κύκλος

  1  µ µ O( , )0 0

:
2 2 2

x + y =  .

µ µ µ xy 

 C µ O( , )0 0  

. µ M x y( , )  

C,  µ  ,

O  µ , ,

 µ :

(OM)           (1) 

2 2(OM) x y  (1) :

2 2x y , µ , 2 2 2x y .

  2 , µ 222
yx µ

),( 11 yxA 2

1 1xx + yy =  . 

µ 2 2 2C : x y µ 1 1A(x , y ) . 

µ M x y( , )  ,  µ , ,  µ -

 :  OA AM 0 .               (1) 

 C

 M(x,y)

(0,0)  x 

y
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1 1OA (x , y ) 1 1AM (x x , y y ) .

 (1) :

1 1 1 1x (x x ) y (y y ) 0

2 2

1 1 1 1xx yy x y     2

1 1xx yy ,

2 2 2

1 1x y .

  3 ,  µ K x y( , )0 0

:

( ) ( )x x y y0
2

0
2 2

µ µ µ xy C  µ

K x y( , )0 0 . µ M x y( , )  

C,  µ -

 µ , ,  µ  : 

   (KM)                    (1) 

, 2 2

0 0(KM) (x x ) (y y ) .

 (1) :

2 2

0 0(x x ) (y y ) , µ , 2 2 2

0 0(x x ) (y y ) .

  4 ,
2 2 2

0 0(x - x ) + (y - y ) = (1) -

 µ :

(x1,y1)

 M(x,y)

 x 

y

(x0,y0)

 M(x,y)

 x 

y
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      2 2
x + y + Ax + By + = 0 (2)

 µ  µ  (2) 

;

µ  (1) :

2 2 2 2 2

0 0 0 0x y 2x x 2y y (x y ) 0 ,

 µ

      2 2x y Ax By 0 ,   

µ  : 0A 2x , 0B 2y 2 2 2

0 0x y .

,  µ  (2) :

2 2(x Ax) (y By)

2 2 2 2
2 2A A B B A B

x 2 x y 2 y
2 4 2 4 4 4

       

2 2 2 2A B A B 4
x y

2 2 4
.

µ :

— 2 2A B 4 0 ,  (2)  µ
A B

K ,
2 2

2 2 2 2A B 4 A B 4

4 2
.
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— 2 2A B 4 0 ,  (2)  µ µ ,

A B
K ,

2 2
.

— 2 2A B 4 0 ,  (2) , -

µ  ),( yxM µ .

µ :

 µ

                2 2x y Ax By 0 ,   µ 2 2A B 4 0                ( )

 µ  ( ) .
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Β. Παραβολή

  1  µ µµ o

µ

.

 µ µµ o  : 

     pxy 22            

p x (µ 0x ) µ µ .

, µ y y

. µ , µ -

.

  2 

µµ .

µ M x y1 1 1( , ) µ 2y 2px , ,

y px1
2

12 , µ ),( 112 yxM µ ,

 : 2 2

1 1 1( y ) y 2px . µ x x

µµ .. µ  , 

µµ  .( .)
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  1 

x ,

x y , y .

2 2

2 2

x y
1. , -

µ
2 2

2 2

x y
1 1 2 2x 0  x . µ

y .

,  x , x

 y , y .

  2 µ µ  ; 

2
= 1 - .

µ ;

 µ µ  µ

 . µ µ
2 2

2 2

x y
1 µ -

Γ. Έλλειψη
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µ  µ , 1. 2 2 ,
2 2

, -

22 2
2

2
1

     21 .          (1) 

µ ,  µ  µ -

µ  .( .(1))

 µ ,  1 -

µ . , µ ,

 µ ,  0 µ -

µµ µ µ .

µ ,

. ( . 2). 

         (1)                (2) 
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  1  µ

-

.

2 2

2 2

x y
1. ,

µ

2 2

2 2

x y
1 1,

2 2x 0

x     x .

µ , µ -

x x , µ µ

.

  2 

µ µ  ; 

Δ. Υπερβολή
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12
= .

 µ -

µ ;

 µ ;

µ µ .

µ µ
2 2

2 2

x y
1 , µ µ

µ , 1 . 2 2 ,
2 2

,

2

2 1 , 2 1 .          (1) 

µ , -

µ , ,.  µ

.  µ  µ  1, 

, , µ  µ  0. ,

 µ µ

.

,  : 

2 21 1 2 2 .
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Α.  Από το σχολικό βιβλίο
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ έκδοση 2003.
§ 3.1 Α΄ Ομάδα: 4, 5

Β΄ Ομάδα: 2, 3, 6, 7, 10
§ 3.2 Α΄ Ομάδα: 2, 5,6

Β΄ Ομάδα: 1, 3, 5, 6, 8
§ 3.3 Α΄ Ομάδα: 1, 2, 6

Β΄ Ομάδα: 2, 3, 4, 7, 8
§ 3.4 Α΄ Ομάδα: 1, 2, 4, 7

Β΄ Ομάδα: 1, 2, 4, 5
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1. Θεωρούμε την 2y x=  και τον κύκλο 2 2x y x 0+ − = . Φέρνουμε τη διχοτό-

μο της ˆxOy  που τέμνει τον κύκλο στο Α και την παραβολή στο Β. Φέρ-
νουμε τις εφαπτόμενες του κύκλου και της παραβολής στα σημεία Α και Β
αντίστοιχα. Να δείξετε ότι τέμνονται στον άξονα y΄y.

Λύση:

Η 2y x=  και ο κύκλος 2 2x y x 0+ − =  έχουν μονα-

δικό κοινό σημείο το ( )O 0,0  αφού είναι η μοναδική
λύση του συστήματος των εξισώσεών τους.

Η παραβολή 2y x=  έχει 1ρ
2

=  ενώ ο κύκλος

2 2x y x 0+ − =  έχει κέντρο 1Κ ,0
2

 
  

 και ακτίνα

2 2Α Β 4Γ 1ρ
2 2

+ −= = . Έστω η ευθεία (ε): y x=

(διχοτόμος της ˆxOy ).
Η (ε) τέμνει τον κύκλο στο σημείο Α του οποίου οι συντεταγμένες προκύπτουν από

τη λύση του συστήματος: 2 2

1
xy x 2...

1x y x 0
y

2

 == ⇔ ⇔ 
+ − =  =

   Άρα 1 1
A ,

2 2
 
  

.

Η (ε) τέμνει την παραβολή στα σημεία των οποίων οι συντεταγμένες προκύπτουν
από τη λύση του συστήματος:

( )2 2 2 y 0 ή y 1 y 0, x 0y y 1 0y x y y y y 0

y x y 1, x 1y x y x y x y x

= = = = − =  = = − =  
⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔     = = == = = =     
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Άρα τα σημεία τομής είναι: Ο(0,0) και ( )B 1,1 .
Βρίσκουμε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο σημείο Α:

Έχουμε 1
KA 0,

2
 =   

 και 1 1 2x 1 2y 1
AM x , y ,

2 2 2 2

− −   = − − =      
 όπου ( )M x, y  τυ-

χαίο σημείο της εφαπτομένης.

Τότε ισχύει: 2x 1 1 2y 1
KA AM 0 0 0

2 2 2

− −⋅ = ⇔ ⋅ + ⋅ = ⇔

( )2y 1 1
0 2y 1 y 1

4 2

− = ⇔ = ⇔ =

Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο Β(1,1) έχει εξίσωση:

( ) ( ) ( )
1 1

1
yy ρ x x y x 1 x 2y 1 0 2

2
= + ⇔ = + ⇔ − + =

Λύνοντας το σύστημα των (1) και (2) βρίσκουμε: 1
x 0, y

2
= =

Άρα το σημείο τομής τους είναι το 1Γ 0,
2

 
  

 και βρίσκεται πάνω στον άξονα y΄y.

2. Δίνεται κύκλος C1 με εξίσωση:
2 2 2 2x y 2αx α ρ 0+ − + − = , α 0>     και

κέντρο Α. Έστω μεταβλητό σημείο Β του
ημιάξονα Οy. Αποδείξτε ότι οι κύκλοι που
γράφουμε με κέντρο το Β και ακτίνα ΒΓ, όπου
Γ το σημείο τομής των κύκλων με τον C1, τέ-
τοιο  ώστε η γωνία ΒΑΓ να είναι ορθή, διέρ-
χονται από σταθερά σημεία.

Λύση:

Ο κύκλος με εξίσωση ( )2 2 2 2x y 2αx α ρ 0 1+ − + − = , έχει κέντρο ( )A α,0  και ακτί-

να ρ. Έστω ( )Β 0,β  σημείο πάνω στον Οy τότε:

( ) ( )22 2 2 2 2 2
2C : x y β R x y β 2βy R 2+ − = ⇔ + + − =

Έστω Γ και Δ τα σημεία τομής των δύο κύκλων.

ΑΒ
βλ

α
−=  οπότε ΑΓ

αλ
β

=  και η ευθεία ΓΔ έχει εξίσωση:

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



89.Βήμα 3ο    Κωνικές τομές

( ) ( )2 2 2α
y x α βy αx α 2βy 2αx α α 0 3

β
= − ⇔ = − ⇔ − + + =

Η ΓΔ είναι κοινή χορδή των δύο κύκλων άρα η εξίσωσή της δίνεται εκτός από την
(3) και από την αφαίρεση της (2) από την (1).

Έχουμε:
( )3

2 2 2 2 2 2 2 22βy 2αx α β ρ R 0 R α β ρ− + − − + = ⇔ = + +

την οποία αν αντικαταστήσουμε στην (2) έχουμε: ( )2 2 2 2x y 2βy ρ α 4+ − = +
Η (4) είναι μια οικογένεια κύκλων η οποία περνάει από τα σταθερά σημεία

( )2 2Κ ρ α ,0− +  και ( )2 2Λ ρ α ,0+  διότι: Για β 0=  και β 1=  αντίστοιχα η (4)

γίνεται 2 2 2 2x y ρ α+ = +  και 2 2 2 2x y 2y ρ α+ − = + .
Από τη λύση των δύο τελευταίων εξισώσεων βρίσκουμε τα Κ και Λ τα οποία επα-
ληθεύουν  την (4).

3. Δίνεται η παραβολή 2y 2ρx, ρ 0= >  το σημείο ( )( )Α d E,δ ,0  όπου δ η διευ-

θετούσα της παραβολής. Και η ευθεία ( )ε : 2x 2y ρ 0− + = .
i. Να δείξετε ότι η ευθεία (ε) είναι εφαπτόμενη της παραβολής σε ένα

σημεία Β.
ii. Αν η ευθεία ΑΒ τέμνει την παραβολή σε

ένα άλλο σημείο Γ (εκτός του Β) να δεί-
ξετε ότι ΑΓ 2ΑB= .

Λύση:

Έχουμε ( )d E,δ ρ= .

Άρα το σημείο Α είναι ( )Α ρ,0 .

i. Για να εφάπτεται η ευθεία 2x 2y ρ 0− + =  στην
2y 2ρx=  πρέπει να υπάρχει σημείο ( )1 1x , y

ώστε η ευθεία ( ) 1
1 1

1 1

ρxρ
yy ρ x x y x

y y
= + ⇔ = +  να ταυτίζεται με την

ρ
2x 2y ρ 0 y x

2
− + = ⇔ = + . Οι ευθείες αυτές ταυτίζονται αν:

1

ρ
1

y
=     και    1

1

ρx ρ
y 2

= ,  δηλαδή αν 1
ρ

x
2

=  , 1y ρ=
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Το σημείο 
ρ

,ρ
2

 
  

 είναι σημείο της παραβολής, άρα η ευθεία εφάπτεται της πα-

ραβολής στο ρΒ ,ρ
2

 
  

.

ii. Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα ( )Α ρ,0  και ρΒ ,ρ
2

 
  

 είναι:

( ) ( )ρ
y x ρ y 2 x ρ 2x y 2ρ 0ρ ρ

2

= − ⇔ = − − ⇔ + − =
−

Το σημείο Γ είναι ένα από τα σημεία τομής της παραβολής με την ευθεία ΑΒ (το
άλλο είναι το Β).

Λύνουμε το σύστημα:
( )

( )

2 2
2 y ρy 2ρ 0 1

y 2ρx
... 2ρ y

2x y 2ρ 0 x 2
2

 + − = = ⇔ ⇔  −+ − = = 

Η (1) έχει λύσεις 1y 2ρ= −  ή 2y ρ=  οπότε για y 2ρ= −  έχουμε από την (2)

x 2ρ= . Άρα ( )Γ 2ρ, 2ρ−  (για y ρ=  παίρνουμε ρ
B ,ρ

2
 
  

) οπότε:

( )
2

2ρ ρ 5ΑΒ ρ ρ
2 2

 = − + =  
 και ( ) 2 2ΑΓ ρ 4ρ ρ 5= + = . Άρα ΑΓ 2ΑΒ= .

4. Δίνεται η παραβολή 2y 2ρx, ρ 0= >  και δύο σημεία της Α και Β εκατέρο-
θεν του άξονα συμμετρίας της. Φέρνουμε τις προβολές Α΄ και Β΄ των Α, Β
στον άξονα y΄y. Αν Λ είναι το συμμετρικό της κορυφής Ο της παραβολής
ως προς την εστία Ε και Μ το μέσο του Α΄Β΄, να δείξετε ότι οι ευθείες ΑΒ
και ΜΛ είναι κάθετες.

Λύση:

Τα σημεία Α και Β ανήκουν στην 2y 2ρx= , άρα έχουν συντεταγμένες 
2
1

1

yΑ , y
2ρ

 
 
 

,

2
2

2

y
B , y

2ρ
 
 
 

. Το Λ είναι ( )Λ ρ,0 . Τότε ( )1Α' 0, y  και ( )2B' 0, y  ενώ το Μ ως μέσο
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του Α΄Β΄ είναι:   1 2y y
M 0,

2

+ 
  

.

1 2
ΑΒ 2 2

1 2 1 2

y y 2ρλ
y y y y

2ρ

−= =
− +

1 2

1 2
ΜΛ

y y
y y2λ

ρ 2ρ

+
+= = −

−

Οπότε ΑΒ ΜΛλ λ 1⋅ = − , άρα ΑΒ ΜΛ⊥ .

5. Έστω Μ ένα σημείο της παραβολής 2y 2ρx=  με ρ 0> . Έστω η κάθετος
στο Μ στην εφαπτόμενη της παραβολής στο σημείο Μ, η οποία τέμνει
τον x΄x στον Ν. Φέρνουμε από το Ν την κάθετο ΝΚ στην ΟΜ και από το
Μ την κάθετο ΜΓ στον  x΄x οι οποίες τέμνονται στο Λ. Να βρεθεί ο γεω-
μετρικός τόπος των σημείων τομής τους.

Λύση:

Έστω 
2βΜ ,β , β 0

2ρ
 

≠ 
 

, άρα το ( )Μ Ο 0,0≠ .

Η εφαπτομένη ( )1 1yy ρ x x= +  στο Μ έχει συ-

ντελεστή 
1

ρ ρλ
y β

= = , οπότε ΜΝ
βλ

ρ
−=  και η

ΜΝ έχει εξίσωση:
2β β

y β x
ρ 2ρ

 −− = − 
 

 η οποία τέμνει τον x΄x στον 
2βΝ ρ ,0

2ρ
 

+ 
 

 αφού για y 0= ,

2β
y ρ

2ρ
= + .

Η ΟΜ έχει συντελεστή διεύθυνσης ΟΜ 2

β 2ρλ
β β
2ρ

= =  οπότε ΝΚ
βλ

2ρ
−=  ( )ΟΜ ΝΚ⊥
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και η ΝΚ έχει εξίσωση: ( )
2β β

y x ρ 1
2ρ 2ρ

 −= − − 
 

Η κάθετος ΜΓ έχει εξίσωση: ( )
2β

x 2
2ρ

=

Το σημείο τομής Λ της ΝΚ και ΜΓ είναι η λύση του (Σ) των (1), (2) η οποία δίνει

( )
2β

x 3
2ρ

=  και ( )β
y 2y β 4

2
= ⇔ = . Η (3) από (4) δίνει 

2
24y

x xρ 2y
2ρ

= ⇔ = ,

2 ρ
y x

2
=  που είναι εξίσωση παραβολής εκτός ( )Ο 0,0 .

6. Δίνεται κύκλος 2 2d : x y 25+ =
α. Βρείτε τις εφαπτομένες του d που άγονται

από το σημείο Μ(0, -10)
β. Βρείτε την εξίσωση της παραβολής με κορυ-

φή το 0(0,0) η οποία περνάει από τα σημεία
επαφής Α, Β του d και των εφαπτομένων.

γ. Δείξτε ότι οι εφαπτομένες της παραβολής
τέμνονται σε σημείο του Οy.

Λύση

α. Η εφαπτομένη ε του d στο τυχαίο του ( )0 0N x , y  έχει εξίσωση 0 0x x y y 25+ =  και

θα περνάει από το ( )M 0, 10−  αν και μόνο αν 0 0
510y 25 y 2− = ⇔ = −

• Όμως ( ) 2 2
0 0 0 0N x y d x y 25∈ ⇔ + = ⇔ 2 2

0 0 0

25 75 5
x 25 x x 3

4 4 2
+ = ⇔ = ⇔ = ±  οπότε

i. Αν 0

5
x 3

2
=  και 0

5
y

2
= −  τότε 5 3 5

A ,
2 2

 
−   

 το σημείο επαφής των d και της

εφαπτομένης 5 3 5
x y 25

2 2
− = ⇔ 3x y 10− =

ii. Αν 0

5
x 3

2
= −  και 0

5
y

2
= −  τότε 5 3 5

B ,
2 2

 − −   
 το σημείο επαφής d και της

εφαπτομένης 5 3 5
x y 25

2 2

− − = ⇔  3x y 10− − =
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β. Αφού η παραβολή περνάει από τα Α, Β θα είναι συμμετρική ως προς τον άξονα
y΄y άρα θα έχει εξίσωση 2x 2py=  οπότε θα ισχύει:

2

5 3 5 75 15
2p 5p p

2 2 4 4

  −= ⇔ = − ⇔ = −   
  άρα 2 15

x y
2

= −  η εξίσωση της παραβο-

λής η οποία έχει εστία 15
E 0, y

8
 −  

 και διευθετούσα την 15δ : y
8

=

γ. • Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο της 5 3 5
A ,

2 2

 
−   

 έχει εξίσωση:

5 3 15 5
x y

2 4 2
 = − − ⇔  

 4 3x 6y 15+ =

• Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο της 5 3 5
B ,

2 2

 
− −   

 έχει εξίσωση:

 
5 3 15 5

x y
2 4 2

 − = − − ⇔  
4 3x 6y 15− = −

Λύνουμε τώρα το σύστημα 
x 0

4 3x 6y 15
5

y4 3x 6y 15
2

= + = ⇔  =− = −  
. Άρα οι εφαπτομένες τέ-

μνονται στο σημείο 5
K 0,

2
 
  

.

7. Δίνεται κύκλος με κέντρο Κ(–1,0) ο οποίος διέρχεται από το σημείο

1 3
A ,

2 2

 
− − 

 
i. Βρείτε την εξίσωση του κύκλου και της εφαπτομένης (ε) στο σημείο του

Α.
ii. Αν η (ε) διέρχεται από την εστία της παραβολής που έχει άξονα συμμε-

τρίας τον Οx, βρείτε την εξίσωση της παραβολής και μετά το εμβαδόν
του ΑΜΝ με Μ, Ν τα σημεία που η διευθέτουσα τέμνει τον κύκλο.

iii. Ο κύκλος τέμνει τον ημιάξονα Οx΄ στο σημείο Σ. Να βρείτε τις εφαπτο-
μένες της παραβολής που άγονται από το Σ.

Λύση:
i. • Η ακτίνα του κύκλου είναι:
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22
1 3ρ 1 1
2 2

  = − + + =     

Άρα η εξίσωσή του είναι η:

( )2 2x 1 y 1+ + =

• Αν ( )P x, y  σημείο της εφαπτομένης (ε) του κύ-

κλου στο σημείο του 1 3
A ,

2 2

 
− − 

 
 θα ισχύει:

1 3
AP KA AP KA 0 AP x , y

2 2

 
⊥ ⇔ ⋅ = ⇔ = + + 

 

 
1 3

KA ,
2 2

 
= − 

 

1 1 3 3 1 3
x y 0 x 3y 0 x 3y 1 0

2 2 2 2 2 2

  + − + = ⇔ + − − = ⇔ − − =     
 η εξίσωση της (ε)

ii. • Η παραβολή έχει άξονα συμμετρίας τον Ox άρα θα έχει εξίσωση 2y 2ρx=  (με

ρ 0> ) οπότε θα έχει εστία ( )ρ ρΕ ,0 ε 1 0 ρ 2
2 2

  ∈ ⇔ − = ⇔ =  
. Άρα ρ

x 1
2

= − = −  η

διευθέτουσα της παραβολής.
• Αν x 1= −  η εξίσωση του κύκλου γίνεται 2y 1 y 1= ⇔ = ±  οπότε ( )M 1,1−  και

( )N 1, 1− −  τα κοινά σημεία της διευθέτουσας και του κύκλου. Το κέντρο ανήκει

στην ΜΝ, άρα η ΜΝ είναι διάμετρος και oMAN 90
∆

= , οπότε:

( ) ( )( ) ( )
2 2

1 1 1 3 1 3
AMN AM AN AMN 1 1

2 2 4 2 4 2

   
= ⇔ = + + + − ⇔   

   

( ) ( )( ) ( )1 1
AMN 2 3 2 3 AMN τ.μ.

2 2
= − + ⇔ =

iii. Ο κύκλος τέμνει τον Ox΄ στο ( )Σ 2,0−

• Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο της ( )Λ x, y  έχει εξίσωση ( )1 1y y 2 x x= +

και θα περνάει από το ( )Σ 2,0−  αν και μόνο αν ( )1 12 2 x 0 x 2− + = ⇔ = .

• Το ( )1 1Λ x , y  ανήκει στην παραβολή άρα 2 2
1 1 1 1y 4x y 8 y 2 2= ⇔ = ⇔ = ±  οπότε
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i. Αν 1x 2=  και 1y 2 2= ,  ( )2 2y 2 x 2 2y x 2= + ⇔ = +  η μία εφαπτομένη

ii. Αν 1x 2=  και 1y 2 2= − , ( )2 2y 2 x 2 2y x 2− = + ⇔ − = +  η άλλη εφαπτομένη

8. Δίνεται η παραβολή 2
1C : y 4x=  και Ε η εστία της. Ακόμα δίνεται ο κύκλος

C2 με κέντρο O(0,0) που τέμνει τον θετικό ημιάξονα Οx στο σημείο Α για
το οποίο ισχύει: 2 OA OE=
i. Βρείτε την εξίσωση του C2.
ii. Βρείτε τις κοινές εφαπτομένες των C1, C2.
iii. Βρείτε την γωνία των εφαπτόμενων

Λύση

i. Έστω 2 2 2x y R+ =  (με R 0> ) η εξίσωση του 2C  τότε το

σημείο Α είναι το ( )A R,0  οπότε:

         2 2 1
2 OA OE 2 R 1 R

2
= ⇔ = ⇔ =

Άρα 2 2 1
x y

2
+ =  η εξίσωση του 2C .

ii. • Η εφαπτόμενη (ε) της 1C  στο σημείο της ( )0 0N x , y

έχει εξίσωση:
( )0 0 0 0y y 2 x x 2x y y 2x 0= + ⇔ − + =

• Άρα η (ε) θα εφάπτεται και του 2C  αν και μόνο αν:

( )
( )0x 0

0 2
0 0

2
0

2x 1
d 0,ε R 2 2x 4 y

24 y

>
= ⇔ = ⇔ = + ⇔

+  
2 2 2 2
0 0 0 08x 4 y y 8x 4= + ⇔ = −

• Το ( )0 0N x , y  ανήκει στην 1C  άρα:
2 2 2
0 0 0 0 0 0y 4x 8x 4 4x 2x x 1 0= ⇔ − = ⇔ − − = ⇔  0x 1 0= >  οπότε 2

0 0y 4 y 2= ⇔ = ±

άρα 2x 2y 2 0− + =  και 2x 2y 2 0 y x 1+ + = ⇔ = +  και y x 1= − −  οι εξισώσεις των
εφαπτομένων.

iii. Οι εφαπτόμενες τέμνονται κάθετα στο σημείο ( )E ' 1,0−  δηλαδή πάνω στην διευ-

θέτουσα x 1= −  της 1C

9. Δίνονται τα σημεία ( )A 14,0  και ( )B 2, 4  και η παραβολή 2y 8x=
α. Βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου του ΑΒ.
β. Βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο Β.
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γ.  Βρείτε την εξίσωση του κύκλου που
περνάει από τα Α, Β και εφάπτεται
της εφαπτόμενης της παραβολής στο
Β.

Λύση

α. Το μέσο του ΑΒ είναι το 
14 2 0 4

,
2 2

+ + 
    ή

( )8, 2  και αν f η μεσοκάθετος του ΑΒ ισχύ-

ει f ΑΒ f f
4 0λ λ 1 λ 1 λ 3
2 14

−= − ⇔ = − ⇔ =
−

 άρα ( )y 2 3 x 8 y 3x 22− = − ⇔ = −  η εξίσω-

ση της f.
β. Η παραβολή έχει ρ 4=  άρα η εφαπτομένη (ε) της παραβολής στο σημείο της

( )Β 2, 4  έχει εξίσωση ( )4y 4 x 2 y x 2= + ⇔ = + .

γ. Η κάθετη (δ) στην (ε) στο σημείο της ( )Β 2, 4  έχει συντελεστή διεύθυνσης δλ 1= −

και άρα εξίσωση ( )y 4 x 2− = − − στο y x 6= − +
Το κέντρο του ζητούμενου κύκλου βρίσκεται στις (f) και (δ) (δηλαδή στην μεσο-
κάθετο της χορδής του ΑΒ και στην κάθετο την εφαπτομένη του στο σημείο
επαφής Β) άρα λύνουμε την εξίσωση x 6 3x 22 4x 28 x 7− + = − ⇔ = ⇔ = , άρα
y 1= − , δηλαδή ( )K 7, 1− .

Η ακτίνα του κύκλου είναι η ( ) ( ) ( )22
R KA 14 7 1 50= = − + − =  άρα η ζητούμε-

νη εξίσωση είναι η:  ( ) ( )22
x 7 y 1 50− + + =

10. Δίνεται  έλλειψη με εστίες στον x΄x  η οποία  διέρχεται από το σημείο

Μ(2,1) και έχει εκκεντρότητα 2ε
2

= .

α. Βρείτε την εξίσωσή της και την ε-
φαπτομένη της (ε) στο Μ.

β. Βρείτε την εξίσωση του κύκλου που
εφάπτεται της (ε) στο σημείο που
αυτή τέμνει τον x΄x και διέρχεται
από το σημείο Σ(5,2).

γ. Βρείτε την εξίσωση της παραβολής με εστία τον x΄x που περνάει από
το σημείο Μ και την εφαπτομένη της στο Μ έστω (σ).

δ. Βρείτε το συνημίτονο της οξείας γωνίας (ε), (σ).
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Λύση
α. Αφού οι εστίες της έλλειψης βρίσκονται στον x΄x θα έχει εξίσωση της μορφής

2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  οπότε:

• 
2

2 2
2

2 γ 2 γ 1ε 2γ α
2 α 2 2α

= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔

( )2 2 2 2 2 2 2 22 α β α 2α 2β α α 2β− = ⇔ − = ⇔ =

• ( )Μ 2,1  ανήκει στην έλλειψη άρα: 2
2 2 2 2 2

4 1 4 1 3
1 1 1 β 3

α β 2β β β
+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =

άρα 2α 6=  οπότε 
2 2x y

1
6 3

+ =  η εξίσωση της έλλειψης και x y 3+ =  η εξίσωση

της εφαπτομένης (ε) στο Μ.
β. Η ε τέμνει τον x΄x στο ( )A 3,0

Εύρεση της ευεθείας (δ) που είναι κάθετη στην (ε) στο σημείο της Α
Ισχύει ( )ε δ δ δε δ λ λ 1 1 λ 1 λ 1⊥ ⇔ = − ⇔ − = − ⇔ =  άρα y x 3= −  η εξίσωση της (δ).

Εύρεση της μεσοκαθέτου (f) του ΑΣ

Το μέσο του ΑΣ είναι το ( )N 4,1  και f ΑΣ f f
2 0λ λ 1 λ 1 λ 1
5 3

−= − ⇔ = − ⇔ = −
−

 άρα:

( )y 1 x 4 y x 5− = − − ⇔ = − +

Εύρεση του κέντρου του κύκλου Κ
Το κέντρο Κ βρίσκεται στις ευθείες (δ) και (f) άρα λύνουμε την εξίσωση
x 3 x 5 2x 8 x 4− = − + ⇔ = ⇔ =  άρα y 1=  οπότε ( )K 4,1

Εύρεση της ακτίνας του κύκλου R

Ισχύει ( ) ( ) ( )2 2
R KA 3 4 0 1 2= = − + − = , άρα η εξίσωση του κύκλου είναι:

( ) ( )2 2
x 4 y 1 2− + − =

γ. Αφού η παραβολή έχει εστία στον x΄x θα έχει εξίσωση 2y 2ρx=  και επειδή

περνάει από το σημείο ( )M 2,1  θα ισχύει 1
1 4ρ ρ

4
= ⇔ =  άρα 2 1

y x
2

=  οπότε η

εφαπτομένη (σ) της παραβολής στο σημείο της Μ έχει εξίσωση:
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( )1
y x 2 4y x 2 x 4y 2 0

4
= + ⇔ = + ⇔ − + =

δ. Το  ( ) ( )1δ 1,1 // ε= −  και το ( ) ( )2δ 4,1 // σ=  και ισχύει:

( ) 1 2
1 2

1 2

δ δ 4 1 3συν δ ,δ
2 17 34δ δ

⋅ − + −= = =
⋅

Άρα το ζητούμενο συνημίτονο της οξείας γωνίας των (ε), (σ) ισούται με 
3

34
.

11. Ο κύκλος 1d  έχει κέντρο στον θετικό ημιάξονα Οx και ακτίνα p>0. Η ευθεί-

α ε : y 2x=  είναι ασύμπτωτη της υπερβολής 
2 2

2 2

x y
d : 1

16p
− =  και εφάπτεται

του κύκλου 1d .
α. Βρείτε τις εξισώσεις των 1d  και 2d .
β. Βρείτε τα σημεία της (ε) από τα οποία

η εφαπτόμενες του 1d  τέμνουν κάθετα
την (ε).

γ. Βρείτε την εξίσωση της παραβολής που
περνάει από το σημείο Μ του πρώτου
τεταρτημόριου του β. ερωτήματος και
έχει άξονα συμμετρία τον x΄x.

Λύση

α. • Έστω ( )K α,0  με α > 0 το κέντρο του 1d  τότε η εξίσωση του είναι:

( )2 2 2x α y p− + =

• Οι ασύμπτωτες της 2d  έχουν εξισώσεις 4
y x

p
= ± , όμως μας δίνεται ότι η (ε)

είναι ασύμπτωτη της 2d  άρα:  4
2 p 2

p
= ⇔ =

• Η (ε) ακόμα εφάπτεται του κύκλου 1d  άρα:

( )
( )22

2α 0 2α
d κ,ε p 2 2 α 5

52 1

−
= ⇔ = ⇔ = ⇔ =

+ −
 άρα:
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( )2
2

1d : x 5 y 4− + =  και 
2 2

2

x y
d : 1

4 16
− =

β. Έστω Μ το ζητούμενο σημείο της (ε) τότε θα είναι της μορφής ( )1 1M x ,2x  και (δ)

η ζητούμενη εφαπτομένη η οποία θα έχει σ.δ. 
1

2
−  (διότι δ ε⊥ ) άρα θα έχει

εξίσωση ( )1 1

1
y 2x x x

2
− = − − ⇔ 1 12y 4x x x− = − + ⇔ 1x 2y 5x 0+ − =  και επειδή

εφάπτεται του d θα ισχύει:

( ) 1

1 1

5 5x
d κ,δ 2 2 5 5x 2 5 5 5x 2 5

5

−
= ⇔ = ⇔ − = ⇔ − =  ή

1 1 1

5 3 5
5 5x 2 5 x ή x

5 5
− = − ⇔ = − =

 Άρα τα ζητούμενα σημεία είναι τα 5 2 5
M΄ ,

5 5

 −−   
 και 3 5 6 5

M ,
5 5

 
   

γ. Έστω 2y 2κx=  η ζητούμενη παραβολή τότε 36 3 5 6
2κ κ

5 5 5
= ⇔ =  άρα

2 12
y x

5
=  η ζητούμενη εξίσωση.

12. Δίνεται η υπερβολή 
2

216x
d : y 1

25
− =  και η ευθεία 4ε : y x

3
=

α. Αν το σημείο Μ της υπερβολής απέχει από μια εστία d απόσταση 2
βρείτε πόσο απέχει το Μ από την άλλη εστία.

β. Βρείτε σημείο της d με θετικές συντεταγμένες το οποίο να απέχει από
την (ε) απόσταση 1.

γ. Βρείτε τις εφαπτόμενες της d που είναι παράλληλες στην ε.
Λύση

α.  Η υπερβολή d έχει 5α
4

=  και για κάθε σημείο Μ της d (από ορισμό) ισχύει:

( ) ( ) ( ) 5ΜΕ ΜΕ΄ 2α 2 ΜΕ΄
2

− = ⇔ − = ⇔ ( ) 5
2 ΜΕ΄

2
− =  ή ( ) 5

2 ΜΕ΄
2

−− = ⇔

( ) 1ΜΕ΄ 2= −  αδύνατη    ή    ( ) 9ΜΕ΄
2

=
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β. • Έστω ( )0 0Ν x , y d∈  τότε 
2

20
0

16x
y 1

25
− = ⇔ ( )2 2

0 0

25
x y 1

16
= + ⇔ 2

0 0

5
x y 1

4
= +  αφού

0x 0>
• Όμως ισχύει:

( )
( )

0 0

22

4x 3y
d M,ε 1 1

4 3

−
= ⇔ = ⇔

+

2
0 0

5
4 y 1 3y 5

4
+ − = ⇔ 2

0 05 y 1 3y 5+ − = ⇔

2
0 05 y 1 3y 5+ − = ή 2

0 05 y 1 3y 5+ − = −

2
0 05 y 1 3y 5+ = + ή ( )2

0 0 05 y 1 3y 5 y 5 3+ = − >

( )2 2
0 0 025 y 1 9y 25 30y+ = + +  ή ( )2 2

0 0 025 y 1 9y 25 30y+ = + −

2
0 016y 30y 0− =  ή 2

0 016y 30y 0+ =

0
Απορ.

y 0=    ή  0

15
y

8
=   ή  0

Απορ.
y 0=    ή 0

Aπορ.

15
y

8
= −     άρα   85 15

N ,
32 18

 
  

.

γ. • Η εφαπτομένη (δ) της d στο σημείο του ( )1 1Κ x , y  έχει εξίσωση 1 116x x 25y y 25− =

και άρα έχει συντελεστή διεύθυνσης  1

1

16x

25y
 και επειδή είναι παράλληλη με την

(ε) θα ισχύει:

1 1
1

1

16x 25y4
x

25y 3 12
= ⇔ =

• Το ( )1 1K x , y d∈  άρα 
2 2

2 2 21
1 1 1

25 y
16x 25y 25 25y 25

9
− = ⇔ − =

2
21
1

25y
y 1

9
− = ⇔ 2 2

1 1

9
16y 9 y

16
= ⇔ = ⇔

1
3y 4= ±   οπότε:

i. Αν 1

3
y

4
=  τότε 1

25
x

16
=  άρα 3

25x 25 x 25 4x 3y 4
4

− = ⇔ − =  η μια εφαπτομένη

ii. Αν 1

3
y

4
= −  τότε 1

25
x

16
= −  άρα 4x 3y 4− + =  η άλλη εφαπτομένη.

13. Το σημείο Μ(x,y) απέχει από το A(4,0) τα 4/3 της απόστασής του από

την ευθεία 9
x

4
= .
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α. Δείξτε ότι το Μ κινείται σε υπερβολή με εξίσωση: 
2 2x y

1
9 7

− = .

β. Βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής που περνάνε
από το σημείο B(3,2).

Λύση

α. Ισχύει: ( ) ( ) ( )2 24 4 4x 9
MA d M,ε x 4 y

3 3 4

−= ⇔ − + = ⇔

( ) ( )( ) ( )2 2 22 23 x 4 y 4x 9 9 x 4 y 4x 9− + = − ⇔ − + = − ⇔

( )2 2 29 x 16 8x y 16x 81 72x+ − + = + − ⇔ 2 2 29x 144 72x 9y 16x 81 72x+ − + = + − ⇔

2 2
2 2 x y

63 7x 9y 1
9 7

= − ⇔ = −   (1)

Άρα το Μ βρίσκεται σε υπερβολή C με την εξίσωση (1).
β. • Η εφαπτομένη της C στο σημείο ( )1 1N x , y  έχει εξίσωση:

 1 l
1 l

x x y y
1 7x x 9y y 63

9 7
− = ⇔ − =  και θα περνάει από το σημείο ( )B 3, 2  αν και

μόνο αν 1
1 1 1

21 6y
21x 18y 63 x

7

+
− = ⇔ = .

• Το σημείο ( )1 1N x , y ανήκει στην C:

2 2
2 21 1
1 1

x y
1 7x 9y 63

9 7
− = ⇔ − = ⇔ ( )2

1 2
1

21 6y
7 9y 63

49

+
− = ⇔

( )2 2
1 121 6y 63y 441+ − = ⇔ 2

1 1441 36y 252y 63y 441+ + − = ⇔

( )2
1 1 1 127y 252y 0 y 27y 252 0− + = ⇔ − + = ⇔ 1y 0=  ή 1

28
y

3
= .

Οπότε αν 1y 0=  τότε 1x 3=  άρα x 3=  η μία εφαπτομένη.

Αν 1
28

y
3

=  τότε 1x 11=  άρα 77x 84y 63− =  η άλλη εφαπτομένη.

14. Η έλλειψη C1 έχει εστία Ε (1, 0) και η υπερβολή C2 έχει εστία ( )K 5,0

ενώ έχουν την ίδια κορυφή Α (α, 0).
α. Βρείτε τις εξισώσεις των C1, C2 αν γνωρίζετε ότι το ορθογώνιο βάσης

της υπερβολής έχει εμβαδόν 8 τ.μ.
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β. Βρείτε τις εφαπτομένες της C2 που άγονται από το Ε (1, 0).
γ. Αν η εφαπτομένη της C1 στο σημείο της M(1, 3/2) εφάπτεται και του

κύκλου C: ( ) ( )2 2 2x 1 y 2 ρ+ + − =  με ρ > 0  βρείτε την ακτίνα του.

Λύση

α. Αν 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  η εξίσωση της 1C  τότε 

2 2

2 2

x y
1

α k
− =  η εξίσωση της 2C  οπότε ισχύ-

ουν:
• 2 2 2 2 2α γ β α β 1= + ⇔ = +

• 2 2 2 2 2
1γ α κ 5 α κ= + ⇔ = +  (2γ1, η εστιακή απόσταση της 2C )

• και 4ακ 8 ακ 2= ⇔ =  οπότε
2

2 2 2 2 4 2
2

2 4
5 α κ 5 α 5 α α 5α 4 0

α α
 = + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ − + = ⇔  

( )2 2 25 9 5 3α α α 4
2 2

− − ± ±= ⇔ = ⇔ =  ή

2α 1 α 2= ⇔ =  ή α 1=

όμως α > γ άρα α 2=  οπότε κ 1=  και 2β 3=
άρα:

2 2x y
1

4 3
+ =   η εξίσωση της 1C  και 

2
2x

y 1
4

− =

η εξίσωση της 2C

β. • Η εφαπτομένη της 2C  στο σημείο της ( )1 1N x , y  έχει εξίσωση :

1
1 1 1

x x
y y 1 x x 4y y 4

4
− = ⇔ − =  και θα περνάει από το σημείο Ε (1, 0) αν και μόνο

αν 1x 4=

• Το ( )1 1N x , y  ανήκει στην C2 άρα: 
2

2 21
1 1

x
y 1 4 y 1

4
− = ⇔ − = ⇔ 2

1 1y 3 y 3= ⇔ = ±

οπότε αν:
i. 1x 4=  και 

1y 3= , τότε 4x 4 3y 4 x 3y 1− = ⇔ − = , η μια εφαπτομένη

ii. 1x 4=  και 1y 3= − ,τότε 4x 4 3y 4 x 3y 1+ = ⇔ + = , η άλλη εφαπτόμενη

γ. • Η εφαπτομένη (δ) της 1C  στο 3
M 1,

2
 
  

 έχει εξίσωση 
x 3 y

1 x 2y 4 0
4 2 3

⋅+ = ⇔ + − =
⋅
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• Ο C έχει κέντρο Σ(–1,2) και επειδή η (δ) εφάπτεται του C θα ισχύει:

( )d Σ,δ ρ= ⇔
1 4 4

ρ
1 4

− + −
= ⇔

+
1 5ρ ρ

55
= ⇔ =

15.α. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει κορυφή το σημείο Α(4,0)
και
i. Έχει εκκεντρότητα ε=2.
ii. Έχει ασύμπτωτη την ευθεία y=2x.
iii. Περνάει από το σημείο M(8,3).

β. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει εστία E(4,0) και
i. Έχει εκκεντρότητα ε=5/4.
ii. Έχει ασύμπτωτη y=–1/2 x.

iii. Περνάει από το σημείο ( )M 10,3 15 .
γ. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει εστίες στον x΄x και

i. Έχει ασύμπτωτη την y=3/4 x και περνάει από το σημείο M(4,1).

ii. Έχει εκκεντρότητα ε=5/3 και περνάει από το σημείο 4 7Μ 4,
3

 
 
 

.

Λύση

α. Έστω 
2 2

2 2

x y
1

α β
− =  η εξίσωση της υπερβολής (αφού έχει κορυφή στον x΄x) α 4=

και

i. Ισχύει γε 2 2 γ 8
α

= ⇔ = ⇔ = . Όμως 2 2 2 2 2γ α β 64 16 β β 48= + ⇔ = + ⇔ =  οπό-

τε 
2 2x y

1
16 48

− =  η ζητούμενη εξίσωση.

ii. Η β
y x

α
=  είναι ασύμπτωτη της υπερβολής όμως εμάς μας δίνεται ότι είναι η

y 2x=  άρα β
2 β 8

α
= ⇔ =  οπότε  

2 2x y
1

16 64
− =  η ζητούμενη εξίσωση.

iii. Το ( )Μ 8,3  ανήκει στην υπερβολή άρα:

 
2

2 2 2 2

64 9 9 9
1 4 1 3 β 3

α β β β
− = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =
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Άρα 
2 2x y

1
16 3

− =  η ζητούμενη εξίσωση.

β. Έστω 
2 2

2 2

x y
1

α β
− =  η εξίσωση της υπερβολής (αφού έχει εστία στον x΄x) τότε

γ 4=  και

i. 5 γ 5 16ε 4γ 5α α
4 α 4 5

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  ακόμα

2 2 2 2 2 2 256 144γ α β β γ α 16
25 25

= + ⇔ = − = − =  άρα 
2 225x 25y

1
256 144

− =  η ζητούμενη

εξίσωση.

ii. Η β
y x

α
−=  είναι ασύμπτωτη της υπερβολής όμως εμάς μας δίνεται ότι είναι η

1
y x

2

−=   άρα:

    2 2β 1 α 2β α 4β
α 2

− = − ⇔ = ⇔ = ⇔ 2 2 2 2 2 16γ β 4β 16 5β β
5

− = ⇔ = ⇔ =    οπότε

    2 64α
5

=  άρα 
2 25x 5y

1
64 16

− =  η ζητούμενη εξίσωση.

iii. Το σημείο ( )M 10,3 15  ανήκει στην υπερβολή άρα:

 2 2 2 2
2 2

100 135
1 100β 135α α β

α β
− = ⇔ − = ⇔  ( ) ( )2 2 2 2 2 2100β 135 γ β γ β β− − = − ⇔

( )2 2 2 4 4 2100β 135 25 β 25β β β 210β 3375 0− − = − ⇔ + − = ⇔

2 210 57600β
2

− ±= ⇔ 2 2210 240β β 15
2

− ±= ⇔ =

Άρα 2α 10=  οπότε 
2 2x y

1
10 15

− =  η ζητούμενη εξίσωση.

γ. Έστω 
2 2

2 2

x y
1

α β
− =  η εξίσωση της υπερβολής (αφού έχει εστίες στον x΄x) και

i. • Έχει ασύμπτωτη την β
y x

α
=  όμως μας δίνεται ότι είναι η 3

y x
4

=  άρα:
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2
2β 3 4β 16β

3α 4β α α
α 4 3 9

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =

• Το ( )M 4,1  ανήκει στην υπερβολή άρα:

2
2 2 2 2 2

16 1 16 9 1 8
1 1 1 β 8

α β 16β β β
⋅− = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =

Άρα 2 128α
9

=  άρα 
2 29x y

1
128 8

− =  η εξίσωση της υπερβολής.

iii. • Έχει εκκεντρότητα: 2 25 γ 5ε 3γ 5α 9γ 25α
3 α 3

= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔

( )
2

2 2 2 2 2 2 16α
9 α β 25α 9β 16α β

9
+ = ⇔ = ⇔ = .

• Το 4 7Μ 4,
3

 
 
 

 ανήκει στην υπερβολή άρα:

2
2 2 2 2

16 16 7 16 7
1 1 α 9

α 16α α α
9

9

⋅− = ⇔ − = ⇔ =  οπότε 2β 16=

Άρα 
2 2x y

1
9 16

− =  η εξίσωση της υπερβολής.

16. Δίνεται η παραβολή 21
y x

2
=  ( )2x 2y, ρ 1= =   και ένα σημείο της Κ. Να

υπολογιστούν:
i. Οι συντεταγμένες του Λ, όπου Λ το σημείο τομής της εφαπτομένης της

παραβολής στο Κ με τον xx΄.
ii. Το εμβαδόν του ΟΛΚ τριγώνου.

iii. Να δειχτεί ότι το ύψος του τριγώνου ΟΛΚ από την κορυφή Λ περνά
από σταθερό σημείο.

Λύση

i. Αν κ η τετμημένη του Κ τότε αυτό έχει τεταγμένη 
2κ

2
 άρα 

2κ
K κ,

2

 
  

Η εφαπτομένη στο Κ της παραβολής έχει εξίσωση 1 1xx y y= + , δηλαδή:
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 ( )
2 2κ κ

xκ y κx y 0 1
2 2

= + ⇔ − − =

Για y 0=  η (1) δίνει 
κ

x
2

=  άρα η (1) τέμνει τον κ
x 'x : Λ ,0

2
 
  

.

Σχόλιο: Το γεγονός ότι η τετμημένη του Λ είναι ίση με το μισό της τετμημένης
του Κ αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα κάθε
παραβολής 2x 2ρy= .

ii. ( )

2κ κ
ΟΛ ΚΜ κ2 2OΛΚ

2 2 8

⋅= = =

iii. ΟΚ
κλ
2

= , οπότε ΛΛ'
2λ , κ 0

κ
−= ≠  οπότε:

( )2 κΛΛ' : y x y 1 κ 2x 0
κ 2

−  = − ⇔ − + =  
 που είναι η οικογένεια ευθειών που

διέρχεται από το σημείο ( )B 0,1 αφού:
2x 0 x 0

y 1 0 y 1

= = 
⇔ − = = 

.

17. Δίνονται τα διανύσματα ( )α 2,2= −  και ( )β 3,2=

α. Βρείτε το διάνυσμα:  ( )α βγ προβ α β−= +

β. Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που είναι κάθετη στο γ  και περνάει
από το σημείο Α(2003, 2003).

γ. Αν ( )δ 5,4=  και η ευθεία (ε): α β δ x 3y λ+ + + =  σχηματίζει με τους άξο-
νες τρίγωνο εμβαδού 3/20 τ.μ., βρείτε το λ > 0.

δ. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει εστία το σημείο που η (ε)
τέμνει τον y΄y και έχει ασύμπτωτη την ευθεία y = 2 x.

Λύση

α. Ισχύουν:   ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

α 2 2 8

β 3 2 13

α β 2, 2 3, 2 5,0 άρα α β 5

• = − + =

• = + =

• − = − − = − − =

Ισχύει: ( ) ( ) ( )
α β

προβ α β // α β
−

+ −  άρα ( ) ( ) ( ) ( )
α β

προβ α β λ α β 1
−

+ = −
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( )( ) ( ) ( ) ( )
α β

α β α β α β προβ α β
−

− + = − +  και από (1)

( ) ( ) 2 222 2α β α β λ α β α β λ α β− = − − ⇔ − = − ⇔ 8 13 λ25− = ⇔ 5 25λ− =

λ = –1/5,  οπότε από (1): ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
α β

1 1προβ α β α β 5,0 1,0 γ
5 5−

+ = − − = − − = =

β. To γ  έχει συντελεστή διεύθυνσης λ = 0, άρα η κάθετη ευθεία στον φορέα του θα
έχει εξίσωση της μορφής 0x x=  και επειδή περνάει από το Α θα είναι η x 2003= .

γ. Ισχύει ( ) ( ) ( ) ( )α β δ 2,2 3, 2 5, 4 6,8+ + = − + + =  άρα 2 2α β δ 6 8 10+ + = + =  οπότε

(ε): 10x 3y λ+ =  που τέμνει τον x΄x  στο λ
B ,0

10
 
  

 και τον y΄y στο λΓ 0,
3

 
  

.

Ισχύει: ( ) ( ) ( ) λ λ3 1 3 1 3ΟΒΓ ΟΒ ΟΓ
20 2 20 2 10 3 20

= ⇔ ⋅ = ⇔ ⋅ ⋅ = 2λ 9 λ 3⇔ = ⇔ = ±

Άρα: λ 3 0= >

δ. Αφού η υπερβολή C΄ έχει εστία στον y΄y θα έχει εξίσωση:  
2 2

2 2

y x
1

α β
− =  , εστία

Ε (0, γ) με γ 1=  και ασύμπτωτη:

α
y x

β
= , άρα α

2
β

= ⇔ 2 2 2 2 2α 2β γ β 2β= ⇔ − = ⇔ 2 2 2γ 3β 1 3β= ⇔ = ⇔ 2 1β
3

=

Άρα 2 2α
3

=  οπότε 
2

23y
3x 1

2
− =  η ζητούμενη εξίσωση

18. Δίνεται η ευθεία ε: Ax+By+γ=0 με ΑΒ>0 και ΑΓ<0.
i. Να αποδειχθεί ότι η ευθεία ε τέμνει τους άξονες x΄x και y΄y σε σημεία

Κ, Λ που ανήκουν στους θετικούς ημιάξονες Ox και Oy.
ii. Υποθέτουμε ότι η ευθεία ε μεταβάλλεται ώστε να ισχύει πάντα

( ) ( )OK OΛ λ+ = , όπου λ>0 σταθερός. Να αποδειχθεί ότι:

α. 
1 1 λ

0
Α Β Γ

+ + =

β. Η μεσοκάθετος στο ΚΛ περνάει από σταθερό σημείο.
γ. Οι κύκλοι με διάμετρο ΚΛ διέρχονται από δύο σταθερά σημεία. Για

ποια τιμή του λ ο κύκλος περνάει πάντα από το σημείο (2004,2004);
Λύση:

i.Για y 0=  από την εξίσωση της ευθείας έχουμε: Ax Γ 0+ = ⇔ Γ
x

Α
= −
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Άρα η ε τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Γ
K ,0

Α
 −  

. Όμοια για x 0=  βρίσκου-

με ΓΒy Γ 0 y
Β

+ = ⇔ = − . Άρα η ε τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο 
ΓΛ 0,
Β

 −  
.

Επειδή ΑΓ<0 είναι  K

Γ Γ
0 0 x 0

Α Α
< ⇔ − > ⇔ > .

Άρα το σημείο Κ ανήκει στον θετικό ημιάξονα  Οx.
Επειδή AB>0 και AΓ<0 συνεπάγεται ΑΒ ΑΓ 0⋅ <  δηλαδή 2Α ΒΓ 0< , επομένως

K

Γ ΓΒΓ 0 0 0 y 0
Β Β

< ⇔ < ⇔ − > ⇔ >

Άρα το σημείο Λ ανήκει στον θετικό ημιάξονα  Οy.

ii.α.  ( ) ( ) Γ ΓΟΚ ΟΛ λ λ
Α Β

+ = ⇔ − + − =  και επειδή Γ
0

Α
− > , Γ

0
Β

− >  η σχέση γί-

νεται: Γ Γ 1 1 λλ 0
Α Β Α Β Γ

− − = ⇔ + + = .

β. Αν K(α,0), Λ(0,β) τα σημεία τομής  τότε το μέσο του ΚΛ είναι  το σημείο

Κ Λ K Λx x y yΜ ,
2 2

+ + 
  

, δηλαδή α β
M ,

2 2
 
  

.

Από τη σχέση ( ) ( )ΟΚ ΟΛ λ+ =  προκύπτει α β λ β λ α+ = ⇔ = − .

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΚΛ είναι ε
0 β βλ
α 0 α

−= = −
−

.

Αν ε΄ η μεσοκάθετη ευθεία στο ΚΛ  τότε:

 ε ε ε ε
β αε ε λ λ 1 λ 1 λ
α β′ ′ ′′⊥ ⇔ ⋅ = − ⇔ − = − ⇔ =

και επειδή η ε΄ περνάει από το Μ θα έχει εξίσωση:

ε΄: 2 2β α α
y x 2βy β 2αx α

2 β 2
 − = − ⇔ − = − ⇔  

( ) ( )( ) ( )2 λ α y 2αx α β α β 0 2λy 2αy 2αx λ 2α λ 0− − + + − = ⇔ − − + − = ⇔

( ) ( )22λy 2αy 2αx 2λα λ 0 2α x y λ λ 2y λ 0− − + − = ⇔ − + − + − = .
Για να  περνάει η ευθεία  από ένα σταθερό σημείο αρκεί να υπάρχει ζεύγος

(x,y) που επαληθεύει τις σχέσεις: x y λ 0+ − =   και λ
2y λ 0 y

2
− = ⇔ =  και
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λ
x

2
= .

Άρα η ευθεία ε΄ περνάει πάντα από το σημείο 
λ λ

,
2 2

 
  

.

γ. Ο κύκλος με διάμετρο ΚΛ έχει κέντρο το μέσο

α β
M ,

2 2
 
  

 του ΚΛ  και ακτίνα:

( )
2 2 2 22 2 α βα β α βρ ΟΜ

2 2 4 2

++   = = + = =      
.

Επομένως ο κύκλος έχει εξίσωση:   
2

2 2 2 2α βα β
C : x y

2 2 2

 +     − + − = ⇔          
2 2 2 2

2 2α β α β
x αx y βy

4 4 4

+− + + − + = ⇔ 2 2x y αx βy 0+ − − = ⇔

( )2 2x y αx λ α y 0+ − − − = ⇔ ( )2 2x y λy α y x 0+ − + − = .
Για να περνάει ο κύκλος από σταθερό σημείο αρκεί να υπάρχει ζεύγος (x,y)
τέτοιο ώστε να επαληθεύει την εξίσωση για κάθε τιμή του α . Αυτό συμβαίνει
μόνον όταν ισχύουν συγχρόνως οι σχέσεις:

y x 0− =   και  2 2x y λy 0 y x+ − = ⇔ =   και  22x λx 0 y x− = ⇔ =  και

( )x 2x λ 0 y x− = ⇔ =  και  λ
x 0   ή   x

2
 = =  

.

Άρα ( ) ( )x, y 0,0=  ή  ( ) λ λ
x, y ,

2 2
 =   

, δηλαδή ο κύκλος C περνάει πάντα από

τα σταθερά σημεία O(0,0) και λ λ
A ,

2 2
 
  

.

Για να περνάει ο κύκλος πάντα από το σημείο (2004,2004) πρέπει το σημείο

αυτό να ταυτίζεται με το Α . Επομένως  λ
2004 λ 4008

2
= ⇔ = .

Παρατήρηση
Επειδή το τρίγωνο ΟΚΛ είναι ορθογώνιο ο κύκλος με διάμετρο ΚΛ θα περνάει
πάντα από το Ο . Δηλαδή το O(0,0) είναι, προφανώς, ένα από τα ζητούμενα σημεία
και αρκεί να προσδιοριστεί το δεύτερο σημείο .

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



110. Κωνικές τομές Βήμα 4ο

1. Δίνεται ο κύκλος 2 2c : x y 2x 8+ + =
α. Βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που είναι κάθετες

στην ευθεία ε : x y 5+ =
β. Βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το κέντρο του c

και σχηματίζουν με τους άξονες συντεταγμένων τρίγωνο εμβαδού 3 τ.μ.
γ. Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζει στον c χορδή με μέσο το

Α(1,-2).
δ. Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μέσων των χορδών που διέρχονται από

το σημείο Β(-1, 1).

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

2. Δίνονται οι ευθείες: αε : αx y 0− =  και αζ : x αy 2+ = .
α. Δείξτε ότι για τις διάφορες τιμές του α ∈  οι ευθείες εα διέρχονται από

σταθερό σημείο Α και οι ευθείες ζα διέρχονται από σταθερό σημείο Β
και οι ευθείες θα διέρχονται από σταθερό σημείο Β τα οποία και να
προσδιορίσετε.
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β. Αν Μ(x,y) το σημείο τομής των εα, ζα δείξτε ότι για τις διάφορες τιμές
του α ∈  το Μ κινείται σε κύκλο του οποίου να βρείτε την εξίσωση.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

3.α. Βρείτε την εξίσωση του κύκλου c1 που περνάει από
το σημείο Α(1,3) και εφάπτεται της ευθείας

( )ε : 4x 3y 1 0− + =  στο σημείο της 1 3
B ,

5 5
 
  

.

β. Δίνεται τώρα ο κύκλος 2 2
2c : x y 2x 0+ − =  δείξτε ότι

οι c1, c2 εφάπτονται και βρείτε το κοινό τους σημείο καθώς και την
κοινή εφαπτομένη τους.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

4. Δίνεται η παραβολή 2c : y 4x=  και η ευθεία f : y λx λ= −  με λ R∈ .

α. Βρείτε για ποιες τιμές του λ η ευθεία f τέμνει την c σε δύο διαφορετικά
σημεία.

β. Αν ( )1 1A x , y  και ( )2 2B x , y  τα κοινά σημεία των c και (f) δείξτε ότι:

i. 1 2x x 1= ii. 1 2y y 4= −
iii. Οι εφαπτομένες της c στα Α, Β τέμνονται κάθετα πάνω στην διευθε-

τούσα (δ) της c.
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...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

5. Δίνεται η παραβολή με εξίσωση 2y 2ρx=  που περνάει από το σημείο ( )A 2,4 .
α. Δείξτε ότι η εστία της παραβολής είναι η Ε ( 2, 0).
β. Αν Ε΄ το συμμετρικό του Ε ως προς τον άξονα y΄y. Βρείτε τον γεωμετρι-

κό τόπο των σημείων Μ για τα οποία ισχύει 2
ΜE ΜE E΄E= ⋅ .

γ. Βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων ευθειών που άγονται από το Α
προς τον παραπάνω γεωμετρικό τόπο.

δ. Δείξτε ότι το συνημίτονο της οξείας γωνίας των εφαπτομένων ευθειών

ισούται με 
3

5
 .

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

6. Δίνονται τα σημεία Α(–2,0) και Β(2,0)
α. Aποδείξτε ότι ο γεωμετρικός τόπος των

σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία το
τρίγωνο ΑΒΜ έχει σταθερή περίμετρο 10
είναι έλλειψη.

β. Βρείτε την εξίσωση της χορδής της έλλει-
ψης που έχει μέσο το σημείο P(1,1).

γ. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει
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κορυφή την εστία της C και ασύμπτωτη την ΟΡ.
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

7. Δίνεται η παραβολή 2C : y 2ρx=  και η ευθεία (ε) 3y 2x 2ρ= +
α. Βρείτε τα κοινά σημεία των (ε) και C έστω Α, Β.
β. Βρείτε τις εφαπτόμενες της C στα Α, Β έστω 1ε , 2ε  αντίστοιχα.
γ. Δείξτε ότι το σημείο τομής Γ των ( )'

1ε  και ( )'
2ε  που τέμνουν κάθετα τις

1ε , 2ε  στα Α, Β αντίστοιχα, βρίσκεται στην C.
δ. Βρείτε το εμβαδόν του ΑΒΓ τριγώνου.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................
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8. Δίνεται η έλλειψη:  
2 2

1

x y
C : 1

4 3
+ =

α. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής C2
που έχει εστίες τις κορυφές της C1 και
κορυφές τις εστίες της C1.

β. Αν ( )0 0M x , y  κοινό σημείο των C1, C2

δείξτε ότι 2 2
0 09x 8y= .

γ.  Δείξτε ότι οι εφαπτομένες των C1, C2
στο Μ. Έχουν συντελεστές διευθύνσε-
ως με γινόμενο - 2.

δ. Βρείτε τις εφαπτομένες της C1 που είναι παράλληλες προς την ασύμ-
πτωτη της C2 που βρίσκεται στο 1ο και 3ο τεταρτημόριο.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

9. Δίνεται ο κύκλος 2 2
1C : x y 5+ =  και η έλ-

λειψη C2 που έχει μεγάλο άξονα την διά-
μετρο του C1 που ορίζει σ’ αυτόν ο άξο-
νας x΄x και η οποία τέμνει τον y΄y στο

( )B 0, 2 .
α. Βρείτε την εξίσωση της έλλειψης.
β. Βρείτε την εξίσωση της παραβολής που

έχει εστία, την εστία της έλλειψης που
βρίσκεται στον Ox ημιάξονα.

γ. Δείξτε ότι οι εφαπτομένες της παραβολής στα σημεία που αυτή τέμνει
τον C1 τέμνονται κάθετα στην άλλη εστία της έλλειψης.
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...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

10. Δίνεται η υπερβολή 
2

2
1 2

x
C : y 1

α
− =  και η

παραβολή C2 που έχει εστία, την εστία της
υπερβολής που βρίσκεται στον ημιάξονα
Ox. Αν η εφαπτομένη της C2 στο σημείο
που την τέμνει η ασύμπτωτη της C1 που
έχει θετικό συντελεστή διευθύνσεως, τέ-
μνει κάθετα το διάνυσμα ( )2u 1,α= − , βρεί-
τε τις εξισώσεις των C1, C2.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

11. Δίνονται η υπερβολή 2 2 2
1C : x y α− =  και η ευθεία (ε) y 3 α=  που τέμνει

την C1 στα Κ, Λ.
1. Βρείτε τα Κ, Λ.
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2. Αν Μ τυχαίο σημείο του x΄x, δείξτε ότι
το τρίγωνο ΚΛΜ έχει σταθερό εμβα-
δόν.

3. Αν Δ, Ζ οι προβολές των Κ, Λ αντί-
στοιχα στον x΄x βρείτε τον γεωμετρι-
κό τόπο C2 των σημείων Ν του επιπέ-
δου για τα οποία ισχύει ( ) ( )NΔ ΝΖ 6α+ =
και γράψτε την εξίσωσή του.

4. Βρείτε τις εκκεντρότητες των C1, C2.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

12. Δίνεται η έλλειψη 
2 2

1 2 2

x y
C : 1

α β
+ =  και η υπερβολή 

2 2

2
x y

C : α β
α β

− = − .

Δείξτε ότι:
α. Η έλλειψη και η υπερβολή έχουν τις ίδιες εστίες.

β. Αν 1 2ε , ε  οι εκκεντρότητες των 1 2C , C  δείξτε ότι ( )2 2 2
1 2 2ε ε 2 ε= − .

γ. Αν ( )0 0Μ x , y  κοινό σημείο των 1 2C , C  δείξτε ότι οι εφαπτόμενες των

1 2C , C  στο Μ τέμνονται κάθετα.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................
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...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

13. Δίνεται υπερβολή με εστίες στον άξονα x΄x η οποία περνάει από το σημείο

Μ(4,1) και έχει ασύμπτωτη την ευθεία 1
y x

2 3
= .

α. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής και την εφαπτομένη της στο Μ
έστω (ε).

β. Δείξτε ότι η εξίσωση 2 2x y 2αx 6y 3 0+ − + + =  για κάθε α R∈  παριστάνει
κύκλο και εάν ο κύκλος αυτός εφάπτεται της (ε) βρείτε το κέντρο Κ
και την ακτίνα του εφόσον α>0.

γ. Βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΚΜ.

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................
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Θέμα 1ο

Αποδείξτε ότι η εφαπτομένη του κύκλου 2 2 2x y ρ+ =  στο σημείο του ( )1 1Α x , y

έχει εξίσωση 2
1 1xx yy ρ+ = .

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

(Μονάδες 25)

Θέμα 2ο

α. Δείξτε ότι οι εφαπτόμενες του κύκλου
2 2c : x y 25+ =  οι οποίες άγονται από το ση-

μείο ( )M 4 2,3 2  είναι κάθετες.

β. Βρείτε την εξίσωση της παραβολής που έχει
ευθεία το σημείο Ε στο οποίο τέμνει τον ημιά-
ξονα Ox ο κύκλος.

γ. Βρείτε τις κοινές εφαπτόμενες του κύκλου και
της παραβολής.

...........................................................................................................................
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...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................
(Μονάδες 25)

Θέμα 3ο

α. Δίνεται η εξίσωση: ( )2 2 2λ 2 x 3λy 6λx 3λy 4 0+ + − + + =   (Ι)

i. Βρείτε για ποια τιμή του λ R∈  παριστάνει κύκλο.

β. Δίνεται η εξίσωση:  ( )2 2 μ 1
x y μ 1 x μy

2 4
+ + − + = +          (ΙΙ)

Δείξτε ότι:
 i. Για κάθε τιμή του μ R∈  η (ΙΙ) παριστάνει κύκλο και να βρείτε το κέντρο και

την ακτίνα του.
ii. Οι κύκλοι με εξίσωση την (ΙΙ) περνάνε από δύο σταθερά σημεία από τα οποία

το ένα είναι το κέντρο του κύκλου το α. ερωτήματος.
γ. Βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει εστία το άλλο σταθερό σημείο των

κύκλων με εξίσωση την (ΙΙ) και εκκεντρότητα  ε = 2
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
...........................................................................................................................
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...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................
(Μονάδες 25)

Θέμα 4ο

Δίνονται οι εξισώσεις 2 2
1d : x y 6x 1 0+ + + =  και 2

2d : y 4x= − .

α. Δείξτε ότι η 1d  παριστάνει κύκλο και βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του. Βρείτε
επίσης την εστία και την διαυθετούσα της παραβολής 2d .

β. Βρείτε τα κοινά σημεία Α και Β των 1d , 2d .
γ. Βρείτε τις εφαπτομένες ε1 και ε2 της 2d  στα Α, Β και δείξτε ότι εφάπτονται και

στον κύκλο 1d .

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................................................
(Μονάδες 25)
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